Tema elaborado por Jose L. Lorente (lorentejl@gmail.com) Tema 7. Geometria analitica en el plano

Tema 9. Geometria analitica. Vectores

U T

. Vectores y puntos en el plano. Sistemas de coordenadas

. Operaciones con vectores

2.1.Suma y resta de vectores.
2.2.Producto de un numero real por un vector
2.3.Punto medio de dos puntos.

Producto escalar de vectores. Angulo entre dos vectores.
Combinacion lineal de vectores
Distancia entre dos puntos

Ecuaciones de la recta.
6.1.Vectorial y paramétrica
6.2.Continua y general.
6.3.Punto pendiente y explicita

. Posiciones relativas entre dos rectas
. Angulo entre dos rectas

. Bisectrices de dos rectas. Incentro de un triangulo

9.1.Bisectrices

9.2.Incentro

10. Mediatriz de un segmento. Circuncentro de un triangulo

10.1. Mediatriz de un segmento.

10.2. Circuncentro de un triangulo.

11.Medianas y alturas de un triangulo. Baricentro y ortocentro

de un triangulo
11.1. Medianas y alturas de un triangulo

11.2. Baricentro y ortocentro



Tema elaborado por Jose L. Lorente (lorentejl@gmail.com) Tema 7. Geometria analitica en el plano

1. Vectores y puntos en el plano. Coordenadas

El sistema de coordenadas cartesianas es la manera mas habitual de ordenar la
posicion de los elementos en el plano y en el espacio. En este tema nos centraremos en
los sistemas en el plano (2 dimensiones)

Definicion: sistema de coordenadas cartesianas en el plano estd formado por dos
rectas perpendiculares (eje vertical OY, eje horizontal OX) que se cortan en un punto
denominado origen. Cada uno de los dos ejes estd escalado de forma que la distancia
entre dos naturales consecutivos es la misma. La parte derecha (respecto al origen) del
eje OX es el semieje positivo siendo la izquierda el negativo. En el eje OY la parte
positiva es la de arriba del origen siendo la negativa la inferior

Definicion: un punto P en el plano nos describe una posicion, viene definido por
dos coordenadas P(x,y), siendo las proyecciones del punto en los ejes OX y OY. Los
puntos se escriben con mayusculas y las coordenadas se escriben a continuacién de la
letra sin igual entre ambas.

Ejemplos: A(-2,-3), B(2,-1), C(0,3)
A

c 1 (0,00;3,00)

) 4

B-(2,00; -1,00)

A- (-2,00;-3100)

Definicién: vector fijo AB entre dos puntos A (origen) y B (extremo) es un
segmento orientado caracterizado por:

— Direccidn o recta que le contiene o cualquiera paralela
— Sentido u orientacion del vector de A a B

— Modulo o longitud del segmento

— Origen (el punto A)

Coordenadas del vector fijo: el vector AB caracterizado por dos coordenadas
AB=(x,y), donde x indica las unidades que avanza en el eje horizontal e y las unidades
de avanza en el eje vertical. Las coordenadas se obtienen restando las coordenadas del
extremo menos la del origen, si A(X,,Ya) Y B(Xb,¥b) 2 E=(xb-xa,yb-ya).
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Ejemplo: veamos graficamente el vector AB:

A

B
: (2,00; -1,00)
AB = (4,2

A ~(2,00; -300)

Vemos en este ejemplo AB = (4,2), vemos que avanza 4 unidades a la derecha y 2
hacia arriba.

El médulo del vector se denota como |E|. Para calcular el modulo de un vector
A—B>:(X,y):(Xb-Xa,yb-ya) aplicamos el teorema de Pitdgoras:

[AB| = x2 +y2 = /(xp — )2 + (Vb — Ya)?

Nota: AB=—BA4, es decir mismo modulo direccion, pero sentido opuesto.

Definicion: vectores equipolentes son los que tienen misma direccion, sentido y
modulo, lo tinico que cambia es el origen del vector. Las coordenadas son las mismas en
todos los vectores equipolentes.

Ejemplo: A(-2,-3), B(2,-1), C(1,1), D(5,3) AB = (3,4), CD = (34)

A

(5,00; 3,00)

(1,00; 1,00)
A

B

/ (2,00: -1,00)
A/@ 00)

\ 4
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Definicion: vector libre es el conjunto de todos los vectores equipolentes, se suelen
denotar con una letra mintscula con vector arriba. A la hora de representarlos se suele
tomar el vector cuyo origen estd en el origen de coordenadas.

Ejemplo v = (4,2)

v=(4,2)

/
/ |

Ejercicio 1. Representar los vectores AB y CD siendo A(1,1), B(-2,7), C(6,0), D(3,6) y
observa que son equipolentes. Calcula las coordenadas y el modulo

(-2,00; 7,00)
(3,00; 6,00)

AB=CD=(-3,6)

|AB|=|CD|=V9 + 36 =
= /45 = 3+/5

(1,00; 1,00)
)

(6,00; 0,00)

Ejercicio 2. Dados los puntos A(3,-1), B(4,6) y C(0,0) hallar el punto D para que los
vectores AB y CD sean equipolentes.
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2. Operaciones con vectores

2.1. Suma y resta de vectores.

La suma de dos vectores U=(x1,y1) y ¥=(X2,y2) €s otro vector libre que se denota
como U + ¥ =(x;+xXa,y1+y,). Graficamente el vector suma es que se obtiene de la
siguiente forma:

— Se sitaan los dos vectores con mismo origen
— A partir de los dos vectores se genera un paralelogramo
— El vector suma d + v es la diagonal del paralelogramo

A

At

U+v /u

b
L

Propiedades:

— Conmutativa: U+v=v+u
— Asociativa: (U+V) + w=u+(V + W)
La diferencia de dos vectores U=(x1,y1) y U=(X2,y2) es otro vector libre que se

denota como U — ¥ =(x1-X2,y1-y2). Graficamente el vector suma es que se obtiene de la
siguiente forma:

— Se situan los dos vectores con mismo origen
— El vector diferencia 4 — ¥ es el vector que une el extremo de ¥ con el de U

A

=T

&l
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2.2. Producto de un nimero real por un vector.

El producto de un vector libre #=(x,y) por un niimero real A es otro vector libre
AU = (Ax, Ay) tal que se cumple:

— Misma direccion
—  El médulo: [A-u|=|Al- ||
— El sentido es tal que si A>0 mismo sentido y si A<0 sentido contrario

Ejemplo grifico:

Ejemplo analitico: u = (3,—4), 24 =(6,—8) 2> mobdulo [i[=V9+ 16 =5,
26=V36 + 64 =25 =10

Ejercicio 3

a) Representar los vectores i = AB y % = BC siendo A(1,3), B(4,5)y C(6,-2). Halla
sus coordenadas

b) Representar 1+¥ y obtén las coordenadas

¢) Representar 3u, -2u, 0¥ y hallar sus coordenadas

d) Representa y halla las coordenadas de 3u-4v
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2.3. Punto medio de dos puntos

En este apartado seremos capaces de calcular el punto medio un segmento a
partir de la suma de vectores.

Consideramos el segmento con extremos A(X,Ya) Y B(Xyyb) Yy vamos a
determinar el punto medio M(Xy,,ym). Observa la figura:

0B=04 + AM + MB = OA + 2 - AM > AB=2-AM

Expresando los vectores en coordenadas:

Xp = Xa + 2(Xm — Xa)

XbsYb)~ (Xa, a+2' XmXa,Ya~¥Ym 9{
(X6,Y0)= (X0 Ya) ¥2-(tmXarYaYm) 2 10— o 4 20y )

De donde despejando obtenemos las coordenadas de M:

_Xa+Xb _Ya+Yb

Ejercicio 4: Hallar el punto medio del segmento de vértices A(1,3), B(2,-1).

Ejercicio 5: Dividir el segmento anterior en tres partes
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3. Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectores libres U =(uyly ) y U=(vy,Vy) €s un niimero
cumple:

u-v=ul-|v|- cos(t_f,\ v)| Siendo i, ¥ el 4ngulo que forman los dos vectores.

Se puede calcular de forma analitica de la siguiente forma:

— -
U * U=y VxtUy'Vy

Si dos vectores son perpendiculares se cumple que cos(z_i, 17) = 0 y por tanto su
producto escalar es nulo: ULV — U - v=0

Las dos definiciones del producto escalar nos permiten calcular el angulo que forma
los dos vectores, simplemente despejando cos(ﬁ, 17) de las dos ecuaciones:

Uy " Ux T Uy - Uy Uy " Vx Uy V),

il - V] Vi +uy? v, 2 + 1,2

COS(l—i’,\ 13) =

Ejercicio 6: calcular el producto escalar de u = (—2,5) y ¥ = (1,3) asi como el
angulo que forman los dos vectores.

Ejercicio7: Calcular el valor de a para que el vector 1i=(a,1) forme un angulo de 30°
con el vector v=(2,3):

4. Combinacion lineal de vectores

Un vector W es combinacion lineal de dos vectores Ul y ¥ si existen dos numeros
reales que llamaremos A y U tal que W=A- U+u-v

Ejemplo:
(3,-2)=3-(1,0)-2-(0,1)
(5,1)=2-(2,1)+3-(1,0)

Ejercicio 8: Calcular A y
a) (691)= )\‘(2’1)+ M(la'z)
b) (17_6): ?\.(1,0)"‘ u(la_?’)
C) (37_2): 7‘(1,1)"'”(2’2)

Si los dos vectores no son proporcionales todo vector se puede poner como
combinacion lineal de éstos (linealmente independientes).

Si son proporcionales esto no ocurre, ver ejemplo c). Se llaman linealmente
dependientes
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Ejercicio 9: rellenar los cuadrados con nlimeros:

VAVANEINY
AVAVARZAN

1) AF= 0B+ CO 1) GO'= NO'+ HO'
2) CF= DO+ BO 2)10°= Tj+ JO'
3) BE= CO+ OD 3)Nj= JO'+ GO’
4) DE= OB+ FE 4)0'L= O'M+ LM

5) BE= 0B+ CO

5. Distancia entre dos puntos

La distancia de dos puntos A y B, d(A,B), coincide con el modulo del vector E, ya
que recordemos que el modulo media el tamaiio del vector, es decir la distancia entre el
origen A y el extremo B del vector:

d(A,B)=| AB=y/(xp — x2)* + (V) — ¥a)?|

Ejercicio 10: Sea el triangulo de vértices A(0,0), B(3,0), C(2,-2). 1) Determinar si
el triangulo es isosceles, equilatero o escaleno. 2) calcular los angulos y ver si es
acutangulo, rectdngulo o obtusangulo

6. Ecuaciones de la recta.

Una recta en el plano, que llamaremos r, estd caracterizada por un punto P.(x¢,yo)
por donde pasa la recta y un vector director v,=(vy,vy) que nos marca la direccion de la
recta. Veamoslo graficamente:

%

Pr
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También queda definida con dos puntos, P; y P;’, ya que estos dos puntos definen el

B —

vector director de la recta v, = B.P’,..

Ejercicio 11: Representar la rectas que cumplen: pasa por P(1,-2) y 7,=(3,1)

6.1. Vectorial y paramétrica

Todo punto P(x,y) de la recta tiene mismas coordenadas que el vector 0P =

(x,y). El vector OP se puede expresar como suma del vector OP, , con P, punto de
la recta, y de un numero de veces el vector director v,. Veamos un ejemplo:

De esta forma todo punto P(x,y) de la recta se podra expresar como
OP = OP+t-7,. Con t un numero real.

Expresandolo en coordenadas tenemos la ecuacion vectorial de la recta:

r: (X,¥)=(xo,yo)+(t-vy, tvy) Ecuacion vectorial

La ecuacion en paramétricas se obtiene separando las dos coordenadas:

xX=Xx,t+tv, ., L.
r: Ecuacion en paramétricas
y=y,ttv y

Ejemplo: expresar la recta que pasa por los puntos A(1,2) y B(3,5) en forma
vectorial y paramétrica. Obtener dos puntos mas de la recta:

1) Tomemos uno de los puntos como punto de la recta, por ejemplo A: P(1,2)
2) El vector director es el vector que forman los puntos A y B> v, =AB=(2,3)

10
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Vectorial =2 r:(x,y)=(1,2)+t(2,3)
x=1+2¢ 12,00, 5,00)

Paramétricas r:
y=2+43t

Puntos de la recta dando valores a t:

e t=0-2> (x,y)=(1,2) que es A 1,00 2,00)
e t=1 > (x,y)=(3,5) que es B ] o

e t=0.5 2> (x,y)=(2,3.5)

o t=1>(xy)=(-1,-1) 1

Ejercicio 12: calcular la ecuacion vectorial y paramétrica de una recta que pasa por
los puntos A(0,1) y B(1,-1). Obtener dos puntos mas de la recta:

6.2. Ecuaciones de la recta continua y general

Ecuacion continua:

En las dos ecuaciones paramétricas de r lo que vamos a hacer es eliminar la t del

(Y3}

sistema y relacionar “y” con “x” como si fuera una funcion.

Despejando t de la ecuacion en paramétricas tenemos:

x—x,
Vi :>x—x0=y—y0
x—
f=X"Jo v, v,
%

La ecuacion de la recta r que pasa por el punto P(X¢,yo) y con vector director
U, =(Vx,Vy), siempre que v,#0 y vy#0 viene dada por la expresion:

xX—Xx - i6 i
(R A Ecuacion continua de la recta

I

X y

Nota:
Si v,=0 entonces es una recta paralela al eje OY =2 r: y=y,

Si vy,=0 entones es una recta paralela al eje OX = r: x=Xo

Ejemplos:

1) larecta que pasa por P(3,-2) y 7,=(1,-2) tiene la ecuacion continua:

11
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Para hallar otros puntos de la recta hacemos la tabla de valores

X y
= 32
| o |4
e

2) Larecta que pasa por Py(3,-2) y 7,=(0,2) tiene la ecuacion continua:

r: x=3

A X y
v(2.0) —

L 3 2
"~ P(3.0) e

3 1

3 0

Ecuacion_general: consiste en multiplicar en cruz en la ecuacién continua, y
ordenar todos los términos en el mismo lado de la igualdad, obteniendo la siguiente
expresion:

Vy(X-X0)=Vx(y-Yo) > operando:

Ax+By+C=0 Ecuacion general

Ejemplo I: larecta que pasa por P.(3,-2) y 7,=(1,-2) tiene la ecuacion continua:

r: x;3 = y_+22 > -2x+6=y+2

r: 2x+3y-4=0

12
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6.3. Ecuacion punto pendiente y explicita de la recta

Ecuacion punto pendiente: se llama asi porque se obtiene facilmente a partir de
conocer un punto de la recta P(xo.yo) y la pendiente m.

v
La pendiente m== y nos indica el crecimiento o decrecimiento de la recta:
Ux

m>(0 crece

m<0 decrece

m=0 no crece ni decrece (paralela al eje OX)

Se puede obtener la ecuacion a partir de la continua:

X=X,

=2 ; S (y-y0)= vyalexo):

X a

v

(y-yo)=m-(x-Xo) Ecuacién punto pendiente

Si en vez de conocer v, conocemos dos puntos Pi(x1,y1) y Po(Xo,y0) la pendiente
sera (recordemos que v, = P; Py ):

Vy Y= Yo

m-—=-—

V., X —X,

X

Ecuacion explicita de la recta: se obtiene despejando la y de la ecuacion
general, de la ecuacion punto pendiente o de la continua:

y=m-x+n Ecuacion explicita

El valor de m se llama ordenada en el origen pues el valor de y cuando x=0. Asi
la recta r pasara por el punto (0,n).

Ejemplo: calcular la ecuacion de la recta en forma punto pendiente, explicita,
general, vectorial y paramétrica sabiendo que pasa por el punto P(1,3) y Py(0,-2).
Calcular un vector director de la recta:

Calculemos el vector director: v, = P;Py=(-1,-5)

Ecuacion punto pendiente: r: (y+2)=5-(x-0)
Ecuacion explicita: r: y=5x-2

Ecuacion general r:y-5x+2=0

Ecuacion vectorial r:(x,y)=(0,-2)+t(-1,-5)
x=0-t¢

Ecuacion paramétrica r:
y=-2-5¢

13
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Notal: dos rectas paralelas seran las que tengan los vectores directores
proporcionales, de tal forma que estos tengan misma direccion. Veamos como por tanto
tienen misma pendiente:

11 >0 = (Vip U1y)

I 9 v_z) = (va, vzy) =k- (le, vly) = (k . le,k . vly)

m, = sz _ k'vly _ Vly =m
2 = = o = = 1
V2x k-vix Vix

Nota 2: dos rectas son perpendiculares si sus vectores directores son
perpendiculares, y por tanto su producto escalar es cero. Una forma de conseguir un
vector perpendicular a uno dado, v; = (le, vly), es cambiar las coordenadas x pory, y
un signo de una de las dos coordenadas—> v, = (v, —vy,). Vedmoslo y relacionemos
sus pendientes:

V-V = (le; vly) : (vly; _le) = Vix " V1iy—Vix " V1y = 0>v, 1y,
m, =2 _bx_ 1
2 VU2x U1y my’

Ejemplo y=§x+1 es perpendicular a y=— %x-3.

Conclusion:
r|r ‘> m=m’

rlr’ 2 >m=-1/m’

Ejercicio 14: dada la recta r: 2y=-3x+4, calcular:

a) La recta paralela a esta que pasa por P(1,-2) en general y continua
b) La recta perpendicular que pasa por P(0,1) en continua

7. Posiciones relativas de dos rectas

En este apartado veremos las posiciones relativas entre dos rectas, que pueden
ser:

e Secantes: se cortan en un punto
Paralelas: si no tienen ningun punto en comun (misma pendiente, o vector
director)

¢ (Coincidente: son la misma recta (dos puntos en comun).

La posicion relativa la hemos estudiado indirectamente cuando veiamos las
soluciones de un sistema, ya que:

® i dos rectas son paralelas no se cortan y no tienen solucion. Sistema
incompatible

® i son secantes se cortan en un punto y por tanto una solucioén. Sistema
compatible determinado

® si son coincidentes son la misma recta e infinitas soluciones. Sistema
compatible indeterminado.

14
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Si expresamos las dos rectas en forma general, tenemos
r:Ax+By+C=0
r'A'x+B'y+C'=0

'

. A
a) Secantes si 2 +—

'

b) Paralelas si é = i # £
B C
c) Coincidentes si — = i' = %

8. Angulo entre dos rectas.

En este apartado vamos a ver la forma de obtener el dngulo que forman dos
rectas entre si. De los dos angulos que forman tomaremos el menor de ellos. En el
caso de que sean paralelas o coincidentes el angulo sera de 0°.

Es facil calcular el 4ngulo entre dos rectas si nos damos cuenta que es el mismo
que forman sus dos vectores directores. Calculamos asi el angulo de las rectas a
partir del &ngulo que forman sus vectores directores.

Sean asi dos rectas r y r’ con vectores directores U, y 7, el angulo que forman
es la siguiente:

—_— —

V. v,
Z(r, )= £L(v,, U, )=arccos —-—-—

j—

v, v, |
Ejemplo: calcular el angulo que forman estas dos rectas:
r:2x=3y+1=0
r':=5x+2y+2=0

Primero calculemos sus vectores directores, haremos cada uno de ellos por
métodos diferentes.

v, = calculamos dos puntos Py(0,1/3), P2(-1/2,0) v, = P;P,=(-1/2,-1/3).
Podemos usar uno proporcional més sencillo = v,=-6-(-1/2,-1/3)=(3,2)

V,, = calculamos la pendiente de r despejando la y=> y=5/2x-1 , luego m=5/2 y
entonces v, =(2,5)

_—

N V.V (3,2)(2,9) 16
L(r, )= ZL(v,, v, )=arcco§ ——— =arcc0{— =arcco =34,5°
v v, v, | V13429 377

15
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9. Bisectrices de dos rectas. Incentro

9.1. Bisectriz de dos rectas
Antes de calcular las bisectrices veamos una definicion:

Definicién: Vector unitario a otro dado ¥ es un vector con misma direccion,
sentido pero modulo unidad. Para obtenerlo bastara con dividir ¥ por su modulo.

Ejemplo: v = (2,—3) calcular su vector unitario

(2\1/;_3 — 3\1/;_3) Comprobemos que ¢l modulo es 1.

Definicion: la bisectrices de dos rectas r; y r, son otras dos rectas tal que los
angulos que forman con r; y r; son la mitad que el 4ngulo que forman r; y rp. Se
cumple también que la distancia de cualquier punto de las bisectrices a las dos rectas
es la misma.

Célculo de bisectriz de dos rectas: para calcular la bisectriz necesitamos un
punto por el que pase, y su vector director. Vamos a ver como obtener cada uno de

ellos:

¢ El punto: sera el de corte de las dos rectas r; y 12

16
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e El vector director, cada una de las dos bisectrices tendra un vector director
diferente y que obtenemos sumando o restando los vectores directores de r; y
I, unitarios.

Ejemplo: calcular las bisectrices de las rectas r: y=3x-2, 15.y=-2x+3.

1) calculemos el punto de corte de las dos rectas, que obtenemos resolviendo el
sistema

—3x-2
YERTS S
y=-2x+3

2) vectores directores

N 1 3
m=3 2 vi=(1,3) 2 u,; = (ﬁ'ﬁ)
m=2 > v (1.2) s = (=, 2)

1 b2 )

Bisectriz b;:
P(1,1)

b =Ty til; = (= =) + (5. 2) = (= + = = — =)=(0.76,0.05)

@l

x-1_ y-
0.76  0.05
Bisectriz by:
P(1,1)

ﬁ—u_’u_’—(l 13) (1 —2)_(1 113
- P12 T \J10’ V10 Vv5’'v5/) ~ \JVio 5’ V10
1

b, :

)=(-0.13, 1.84)

@l

17
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Ejercicio 15: calcular la bisectriz de las siguientes dos rectas: r;:y=-2x+1 y
12:3y+2x+1=0

9.2. Incentro de un triangulo

Definicion: el incentro de un triangulo es el lugar donde corta las 3 bisectrices

internas del mismo. Se cumple que es el centro de la circunferencia inscrita en el
tridngulo.

Pasos para calcular el incentro:

1. Calcular las bisectrices internas de dos vértices.
2. Calcular el punto de corte de estas dos bisectrices (resolver el sistema)

Ejemplo: Calcular el incentro y las rectas de la aristas del tridngulo cuyos vértices
son A(0,0), B(3,0), C(2,3).

7

Calculo de las rectas de las aristas

Recta que pasa por A(0,0) y B(3,0): m = % =021 y=0
3-0 3 3
Recta que pasa por A(0,0) y C(2,3): m=——==2D 10 y= —X
2-0 2 2
Recta que pasa por B(3,0) y C(2,3): m = 3;3 =-3 2 r3:y=-3(x-3)
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1. Calculemos la bisectriz de A y de B:

La bisectriz de A, ba: dos vectores 7y = AB = (3,0), ¥, = AC = (2,3).
(30 @3

Calculemos los unitarios: U,; = = =(1,0), Uy, = Nl (0.55,0.83)

El vector director de bx> v, = (1,0) + (0.55,0.83) = (1.55,0.83)~>
0.83

m=——— = 0.54.

1.55
Luego ba sabemos m=0.54 y pasa por A(0,0) = ba: y=0.54x

La bisectriz de B, bg: dos vectores 7; = BA = (=3,0), 7, = BC = (—1,3).

Calculemos los unitarios: U,; = @ = (—1,0), u,, = (:/1_1'5) = (—0.32,0.95)
El vector director de bg> v,z = (—1,0) + (—0.32,0.95) = (—1.32,0.95)>

m=—22 — _0.72

1.32

Luego bg tiene m=-0,72 y pasa por B(3,0)> bg : y=-0.72(x-3)

2. Incentro:
b,:y=0.54x

—0.54x =-0,72x+2,16 > x=1.71,y =0.93
by 1 y=-0,72x+2,16

1(1.71, 0.93)

Ejercicio 16: Calcular el incentro y las rectas de la aristas del tridngulo cuyos
vértices son A(1,0), B(4,0), C(3,3).

10.Mediatriz de un segmento. Circuncentro de un triangulo
10.1. Mediatriz de un segmento
Definicion: La mediatriz de un segmento AB es una recta que cumple:

e Eslaperpendicular a la recta AB que pasa por el punto medio
¢ El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A y B.

Para calcular la mediatriz no tenemos mas que aplicar la definicidn, asi tenemos
dos métodos.

Métodol: A partir de la primera definicion

1) Calculamos el punto medio de AB, que llamaremos M
2) Calculamos la pendiente de la recta que pasa por A B, y luego coma la recta
es perpendicular m’=-1/m

Ejemplo: calcular la mediatriz del segmento AB, con A(0,5) y B(3,-1)
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1) El punto Medio M= (%, _ 12+ 5) - (252)

2) AB =(3,-6) > m=-6/3=-2 > Luego la mediatriz tiene como pendiente m=1/2
Mediatriz: pasa por M(%,Z)y m=1/2 2 r:y-2=1/2(x-3/2)> r1: y=1/2x+5/4

Método 2: a partir de la segunda definicion.

1) Calculamos la distancia de un punto arbitrario P(x,y) de la mediatriz al punto
Ay al punto B
2) Igualamos las distancias y obtendremos la recta

Ejemplo: calcular la mediatriz del segmento AB, con A(0,5) y B(3,-1)
D dPA=(x=0) +(y=5)’

d(P,B)=1/(x—3)> + (¥ +1)*

2) d(P.A)=d(P,B) > /(x—0)* +(y—=5)> =/(x=3)> +(y+1)> >
XH(y-5)"=(x-3)+H(y+1)*Ddy-2x-5=0 > 1: y=1/2x+5/4

Ejercicio 17: calcular la mediatriz de los puntos A(2,1) y B(-1-2)
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10.2. Circuncentro del triangulo

Definicion: el circuncentro de un tridngulo es el punto que se obtiene de la
interseccion de las 3 mediatrices. Se cumple que es el centro de la circunferencia que
circunscribe el triangulo, ya que el punto donde se cortan las mediatrices equidista de
los tres vértices.

Célculo del circuncentro, dos pasos:

1. Calcular las mediatrices de dos de los tres lados.
2. Calcular la interseccion de estas dos mediatrices.

Ejemplo: calcular las mediatrices del tridangulo que forma la recta y=-x+3 con los
semiejes coordenados positivos. Calcular el circuncentro, el radio de la circunferencia y
el area del tridngulo

Calculemos primero los puntos de corte de la recta con los ejes coordenados. Son
claramente P(0,3), ya que n=3 es la ordenada en el origen y Q(3,0).

1) Mediatrices:
a. Dellado AC = M(0,1.5), y es una recta paralela al eje OX = x=1.5
b. Del lado CB = M(1.5,0), es una recta paralela al eje OY = y=1.5

c. Dellado AB> M(1.5,1.5), 4B = (3,—3)> m’=-1, luego m=1->
y-1.5=(x-1.5)2>y=x

2) Circuncentro, s6lo necesitamos dos de las tres mediatrices:

x=15
— c(1.5,1.5)
y=1L5

3) El radio del circuncentro es d(c,A)=d(c,B)=d(c,C)=1.5% +1.5* =2.12u
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11.Mediana y altura de un triangulo. Baricentro y ortocentro.
11.1. Mediana y altura de un triangulo

Definicion: La mediana de un tridngulo es cada una de las rectas que pasa por la
mitad de un lado del triangulo y por su vértice opuesto.

Metodologia para el célculo de la mediana de un tridngulo:

1. Calculamos el punto medio del lado
2. Calculamos la recta que pasa por este punto medio y el vértice opuesto.

Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular la mediana
del vértice A.

1. Calculamos el punto medio del lado BC 2 M=(2,1)
2. La recta buscada pasa por ¢l punto M(2,1) y A(2,0) = mZ%, no se

puede dividir por cero, luego es una recta paralela al eje OY = x=2.

Definicion: la altura de un triangulo es cada una de las rectas que pasa por el
vértice del triangulo y que es perpendicular al lado opuesto del vértice.

Metodologia para el calculo de la altura.

1. Calculamos la pendiente de la altura sabiendo que es perpendicular al lado
opuesto

2. Conocemos la pendiente y un punto de la recta (vértice), luego por la
ecuacion punto pendiente calculamos la recta pedida.

Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular la altura del

vértice A.

1. BC = (=2,4) » mp, = _iz = —2. Luego la pendiente de la altura de A es la

) . . 1
inversa con signo cambiado » my,, = -

2
2. haty-0= (x —2)

11.2. Baricentro y ortocentro

Definicion: el baricentro de un tridngulo es el punto donde se cortan las tres
medianas. Para calcularlo basta con calcular dos medianas y calcular el punto de corte
entre ambas.

Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular el
baricentro.

La mediana del vértice A ya la habiamos calculado > x=2

N -5
La mediana vértice B 2 Muac=(3/2, 3/2). MB=(3/2, -5/2) m=7/2 =—§. Luego la

2

mediana es (y+1)= —% (x-3)> 3y+5x-12=0

Luego el baricentro es x=2 > x=2, y=2/3
3y+5x-12=0
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Definicion: el ortocentro de un triangulo es el punto donde se cortan las tres alturas.
Para calcularlo basta con calcular dos alturas y ver el punto de corte entre ambas.

Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular el
ortocentro.

La altura del vértice A ya calculada = ha: y- =% (x — 2), 2 ha: y=0.5x-1
La altura del vértice B > A—C>=(-1,3) -> m’zil:—?a. Luego como la altura es

perpendicular a AC su pendiente es m=%

hg: m=% y pasa por B(3,-1) = hg: (y*+1)= % (x-3)-> hp: 3y-x+6=0

3y—x+6=0

2 y=-4, x=-6
y=0.5x-1

Luego el baricentro es {
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Ejercicios Finales

Ejercicio 18. Hallar el vector b tal que ¢ = 3d — %I;, siendo a=(-1,3) y ¢=(7,-2).
Ejercicio 19. Dados los vectores d = (3,—2), b =(-1,2) y =(0,-5) poner el vector ¢

como combinacidn linear de los otros dos:

Ejercicio 20. Dada las rectas r y s de ecuaciones r:2x-y+2=0 y s:x+y-3=0, hallar la

ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de estas dos recta y por el
punto P(5,3)

Ejercicio 21. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(-3,8) y que determina
con el sentido positivo de los ejes coordenados un tridngulo cuy area es de 6 unidades
cuadradas.

Ejercicio 22 Calcular los parametros m y n para que las rectas r:2x+3y-2=0 y
s:x+my+n=0 sean

a) Paralelas
b) Perpendiculares

¢) Misma recta

Ejercicio 23. Dados los puntos A(3,-1), B(6,2) y C(2,6) hallar el angulo formado por las
semirrectas AB y AC:

Ejercicio 24. Calcular m para que las rectas r: y=-3x+1 s: mx+2y-3=0 sean rectas
perpendiculares:

Ejercicio 25. Sea el tridngulo de vértices A(1,1), B(4,6) y C(7,-2). Las rectas paralelas
por cada vértice al lado opuesto determinan un tridangulo A’B’C’. Calcular las
coordenadas de estos vértices.

Ejercicio 26. La recta que pasa por M(2,3) y es paralela a la recta r: y=3x+1 determina
con los ejes coordenados un tridngulo. Halla su area

Ejercicio 27. Comprueba que los siguientes puntos A(-1,3), B(-5/2,1/2), C(-4,-2) estan
alineados.

Ejercicio 28. Calcular el valor de m para que los puntos R(5,-2), S(-1,1) y T(2,m) estén
alineados.
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SOLUCIONES

Ejercicio 1. Representar los vectores AB y CD siendo A(L,1), B(-2,7), C(6,0), D(3,6) y
observa que son equipolentes. Calcula las coordenadas y el modulo.

(-2,00; 7,00)

(3,00; 6,00)

AB=CD=(-3,6)

|AB|=|CD|=V9 + 36 =
=+/45 = 35

(1,00; 1,00)
1

(6,00;0,00)

Ejercicio 2. Dados los puntos A(3,-1), B(4,6) y C(0,0) hallar el punto D para que los
vectores AB y CD sean equipolentes.

D(x,y), AB=(4 —3,6 + 1) = (1,7) CD = (x— 0,y — 0). Como son equipolentes
se cumple AB=CD > x=1, y=7-> D(1,7)

Ejercicio 3

a) AB = (3,2), BC = (2,-7)

b) Ut+¥=(5,-5)

) 3u=(9,6),—2u = (—6,—4), 0% = (0,0)
d) 3U-49=(9,6)-(8,-28)=(1,34)

&l

<
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Ejercicio 4: Hallar el punto medio del segmento de vértices A(1,3), B(2,-1).
142 3-1

M(=, 25> M(1.5,1)

Ejercicio 5: Dividir el segmento anterior en tres partes

Llamemos M;(x,y) y Ma(x’,y’) a los puntos que dividen el segmento AB en tres
partes, se cumple:

4

. 1=3x—-3->x=<
AB=3 - AM; = (1,-4)=3(x-1,y-3) > 3
—4=3y—-9-y= 3

2-AM =AM, 2= 1,2 = 3)=(x-1y-3) > 3, )
3 3 —_— = y _ 3 - y e
3 3

Ejercicio 6: calcular el producto escalar de u = (—2,5) y ¥ = (1,3) asi como el
angulo que forman los dos vectores.

U - U=uyvituyvy=-2-1+5-3=13
i = VT 5 = v
3 = VITF 3 = VT

g ux'”x"'uy'vy 13 13 = 13 o
cos(u,v) = - = = 21U, v=arcos(——=)=40,23
( ! ) |Z)- 7] V29V10 /290 ! (\/290) ’

Ejercicio7: Calcular el valor de a para que el vector 1=(a,1) forme un angulo de 30°
con el vector ¥=(2,3):
Uu-v=2a+3
u=+a’ +1
=122 +32 =413

— 2a + 3 V3
COS(’U,, 17) = —m = COS(?)O) = —

2
4a+6=\3vV13Va? + 1
(4a+6)*=3-13(a’+1)

24, 1343
. 13V5
16a2136-48a=392+39 > 232%-48a+3=0-> a= 10 EV2028 _ J23 " 23
46 24 133
23 23
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Ejercicio 8: Calcular A y

a) (6,1)=A(2,1)+pu(1,-2)
b) (1,-6)=A-(1,0)+ u(1,-3)
¢) (3,-2)=M1,1)+u(2,2)

6=21+u
1=4A-2u
1=1

b) “‘}e A=-1, =2
-6=-3u
3=A+2u

-2=A42u

} > A=13/5, u=4/5

} Incompatible.

Tema 7. Geometria analitica en el plano

Ejercicio 9: rellenar los cuadrados con numeros:

NN
AVAVZ

6) AF= OB+ CO
7) CF= DO+ BO
8) BE= CO+ 0D
9) DE= OB+ FE
10)BE= OB+ CO

Solucién

1) AF=-1-0B+0-CO
2) CF=2-D0+2-BO
3) BE=2-CO+2-0D
4) DE=-1-0B-1-FE
5) BE=-2-0B+0-CO

K

N M L

1) GO'= NO'+ HO'
2)10°= Tj+ JO'
3)NJ= JO'+ GO’
4)0'L= O'M+ LM

1) G0'=0.5-NO'+0.5-HO'
2) 10'=1-Tj+1J0'

3) Nj=-2J0'+0-GO’

4) 0'L=1-0'M-1-LM
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Ejercicio 10: Sea el triangulo de vértices A(0,0), B(3,0), C(2,-2). 1) Determinar si
el triangulo es isosceles, equilatero o escaleno. 2) calcular los angulos y ver si es
acutangulo, rectdngulo o obtusangulo

Viendo la distancia entre los vértices

obtendremos el tamafio de los lados, y asi 1
podremos discernir si es equilatero, isosceles o 2(0,00: 0,00)
leno. 1
escaleno =(3.00.0.00]
12,00, -2,01)

1) e=d(AB)=[AB|=(3.0)}=3
d=d(A,C)=| AC|=|(2,-2)=V2% + 22 = /8
a=d(B,C)= | BC|=|(-1,-2)=V12 + 22 = /5
Los tres lados son distintos, luego es isosceles.

2) Veamos los angulos:

OS(;I): iBAi = 6 :i:ﬁ:£622450
|AB|AC| 348 8 4 2
(B) = BABC 3 :£_>f3263,40
|BA['|BC| 3J5 5
\ CB-CA 2 2 2 10 -
OS(C): _— = = = - —>CZ71,60
|CB|CA| 548 40 2410 10
Acutangulo

Ejercicio 11: Representar la rectas que cumplen: pasa por P(1,-2) y 7,=(3,1)

F{1,-2]

/
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Ejercicio 12: calcular la ecuacion vectorial y paramétrica de una recta que pasa por
los puntos A(0,1) y B(1,-1). Obtener dos puntos mas de la recta:

Tomemos uno de los puntos como punto de la recta, por ejemplo A: P,(0,1)

El vector director es el vector que forman los puntos A y B> v, =ﬁ=(l,-2)
Vectorial = r:(x,y)=(0,1)+t(1,-2)
x=0+1¢

Paramétricas= r:
y=1=-21¢

Puntos de la recta dando valores a t:

t=0 2> (x,y)=(0,1) que es A 1
t=01 2 (x,y)=(1,-1) que es B 0,00; 1,00]
t=0.5 2 (x,y)=(0.5,0) 1

t=-1 2(x,y)=(-1,3)

(1,00, -1,00)

Ejercicio 14: dada la recta r: 2y=-3x+4, calcular:

a) La recta paralela a esta que pasa por P(1,-2) en general y continua
b) La recta perpendicular que pasa por P(0,1) en continua

a) Primero calculemos la pendiente de r despejando y = y=— §x+2, m=—§

3 3 1
>y 2=—2 (x- CY=— oy — =

ryt+2 2(Xl)%r.y SX 5

Para pasarla a continua calculemos un vector director, dos métodos

i)  Calculamos otro punto P,(5, -8) QU_T’ZP—PZ)Z(4,—6)
ii) A partir de la pendiente m=—§ 2> v,=(2,-3)

o x—1 _ y+2

2 -3

b) m’=-1/m=2/3 < r: y-1=2/3(x-0) =>1’: y=2/3x+1
o x_y-l

r’:
3 2

Ejercicio 15: calcular la bisectriz de las siguientes dos rectas: r;:y=-2x+1 y
12:3y+2x+1=0
Calculemos los vectores directores de las rectas: v,;= (1,-2), V5= (3,-2), por
o 1 2 3 2
tanto los vectores unitarios son (ﬁ’ — ﬁ)’ y (\/%, — \/%)
El punto de corte es: 3(-2x+1)+2x+1=0 > x=1, y=-1
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Las bisectrices son:

1 3
x=1+A(—=+—=)
b1 vbl (\/—; \/—) (\/— \/_)ebl \/52 \/f
= — ﬂ,— —
y=-1t (ﬁ JBJ
3
—1+/1———)
b] vbl (\/—; \/—) (\/_' \/_)eb2 \/_2 \/g
=1+ A =+
yEo (ﬁ mj

Ejercicio 16: Calcular el incentro y las rectas de la aristas del tridngulo cuyos
vértices son A(1,0), B(4,0), C(3,3).

Ejercicio 17: calcular la mediatriz de los puntos A(2,1) y B(-1-2)
Punto medio M(0.5,-0.5)

Vector AB = (—3,—3),podemos coger el vectorcon misma direccion (1,1) >
vector perpendicular v = (1, —1)

x=05+1

Luego la mediatriz sera: m:
y=-0.5-41

Ejercicio 18. Hallar el vector b tal que ¢ = 3d — ;l_)), siendo d=(-1,3) y ¢=(7,-2).

Podemos hacerlo a partir de un sistema igualando una a una cada coordenada, o de
-
forma mas sencilla despejando el vector b:

=3d—-b >-b=33—¢> b =6d— 28=(-6,18)-(14,-4)=(-20,22)

Ejercicio 19. Dados los vectores d = (3,—2), b =(-1,2) y é=(0,-5) poner el vector ¢
como combinacidn linear de los otros dos:

¢=m-d+n-b>(0,-5=m(3,-2)+n-(-1,2).
0=3m—-n
-5=-2m+2n
Resolviendo el sistema m=— % y n=— 1759 (0,-5)= —; (3,-2) — 14—5-(-1,2).

Ejercicio 20. Dada las rectas r y s de ecuaciones r:2x-y+2=0 y s:x+y-3=0, hallar la
ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de estas dos recta y por el
punto P(5,3)

Calculemos la interseccion:
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Vector director ¥ = 736 = (% — 5,2 - 3) = (—13—4, —g)% m=1/14
. 1
r’: y-3=a(x-5)

Ejercicio 21. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(-3,8) y que determina
con el sentido positivo de los ejes coordenados un tridngulo cuy area es de 6 unidades
cuadradas.

De la recta buscada sabemos que pasa por el punto P, nos falta por saber su
pendiente m. Que determinaremos a partir de saber el area que forma con los ejes
coordenados.

y-8=m(x+3)

Veamos los puntos de corte con los ejes en funcion de m:
Eje OX (y=0) > x=—=—3

Eje OY (x=0)> y=3m+8

(=2 3y (3m+8)

Area=—"1" 5 =6-> (—E —3)(3m +8) = 12 >-24m-64-9m*>-24m=12m
m
_16
-9m?-60m-64=0 m= i . Veamos cual de las dos pendientes es la que hace que
3

los puntos de corte con los ejes sean positivas:

a) m=—? - x=-3/2<0, y=-8 >No valido
4 -
b) m=— 3 —->x=3, y=4 Valido

4
Luego la recta buscada es r: y-8=— E(x +3)
Ejercicio 22 Calcular los pardmetros m y n para que las rectas r:2x+3y-2=0 y
s:x+my+n=0 sean
a) Paralelas
b) Perpendiculares

¢) Misma recta

. 2 2 . 2
Pondremos la recta r en forma explicita r: y=3; 3% donde la pendiente es m=_y la

. 2
ordenada del origen es n=— 3

;. n 1 .
Ponemos ahora la recta s en forma explicita s: y=— =X, cuya pendiente es

1 . n
——ysu ordenada en el origen es — —
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) . 2 3 . .
a) Paralelas, mismas pendientes — 3= —% > m=". Se cumple también que tienen
distinta ordenada en el origen 2> — |
3 m 3/2

b) Perpendiculares, cuando son perpendiculares se cumple que las pendientes

cumplen m’=-1/m: _ 1/ - m=-2/3

3 -1/m
c¢) Coincidentes cuando tienen misma pendiente y ordenada en el origen es decir
. 3
seglin vimos en a) 2> m=-y n=I.

Ejercicio 23. Dados los puntos A(3,-1), B(6,2) y C(2,6) hallar el angulo formado por las
semirrectas AB y AC:

Para ver el angulo de las dos rectas solo tenemos que ver el angulo que forman sus
dos vectores directores: AB =(3,3) AC =(-1,7)

— — AB-AC -3+21 18
ZL(raB,sac)= L(AB, AC)=arccos| —— | = arccos(—) = arccos(—j=
[4BJ{4c V1850 /900

=53°7°48"’
Ejercicio 24. Calcular m para que las rectas r: y=-3x+1 s: mx+2y-3=0 sean rectas

perpendiculares:

Si son perpendiculares se cumple que pendientes inversas con distinto signo.
Calculemos las pendientes despejando y de ambas ecuaciones:

r: y=-3x+1 >m=-3

Ejercicio 25. Sea el tridngulo de vértices A(1,1), B(4,6) y C(7,-2). Las rectas paralelas
por cada vértice al lado opuesto determinan un tridngulo A’B’C’. Calcular las
coordenadas de estos vértices.
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Calculemos las que pasan porcada vértice sabiendo que son paralelas a los lados
opuestos:

Por el vértice A(1,1): BC = (3,—4) m = —% 2> y—1=—§(x—1)
Por el vértice B(4,6): AC = (6,1); m=1/6 = s: y-6=1/6(x-4)
Por el vértice C(7,2): AB = (3,5); m=§ 2>t y-2=§ (x—=17)

Los vértices son los puntos de corte de estas rectas:

y—06 =l(x—4)
A’ 6 —x=10,y=7 A4'(10,7)
5
y=3=2(-7)
3
y=1 =—i(x—1)
B’ 3 —x=4,y=-3 B'(4,-3)
-3 =§(x—7)
Y7273
1
y—6=—(x—-4)
C’ 6 Sx=-2,y=5C"(=2,5)
4
y=l==2(=D

Ejercicio 26. La recta que pasa por M(2,3) y es paralela a la recta r: y=3x+1 determina
con los ejes coordenados un tridngulo. Halla su 4rea

Calculemos la recta sabiendo que pasa por M(2,3) y su pendiente es la misma que
de r (ya que son paralelas)> m=3-> s:y-3=3(x-2).

Puntos de corte con los ejes:
Eje OX(y=0): -3=3(x-2), x=1
Eje OY(x=0): y-3=3(0-2), y=-3

Area= % =1,5u"

Ejercicio 27. Comprueba que los siguientes puntos A(-1,3), B(-5/2,1/2), C(-4,-2) estan
alineados.

Para ver si estan alineados calculamos la recta que pasa por dos de los tres puntos y
comprobamos que el tercero pertenezca a la recta, es decir que cumpla la ecuacion de la
recta.

-2-3 5 5
1) Calculamos la recta que pasa por Ay C> m=T = 3 2> y—3=§ (x+1)
-4+
2) Comprobamos si Ber, es decir si cumple la ecuacion de r sustituyendo x=-5/2

y=1/2: %— 3= %(—% +1)-> —% = g% Se cumple la igualdad luego estan alineados
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Ejercicio 28. Calcular el valor de m para que los puntos R(5,-2), S(-1,1) y T(2,m) estén
alineados.

1+2 1 1 .
Calculemos la recta que pasa por Ry S 2 m= s = S > r:y—1=—5(x+l). Si
estan alineados entonces Ter, es decir sustituyendo x=2, y=m en la ecuacion

calculamos m 2> m-l=—%(2+1) -> mz_%
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