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Tema 3. Polinomios y fracciones algebraicas

1. Expresiones algebraicas. Identidades y ecuaciones.

Definicion: una expresion algebraicas es toda combinacion de letras (variables o
incognitas) y nimeros relacionados entre si por las operaciones algebraicas (suma,
resta, multiplicacion, division, potencias, etc.).

Ejemplo: el perimetro y el area de un rectangulo de lados a y b = A=a‘b, P=2a+2b

Ejercicio 1: Calcula las expresiones algebraicas con siguiente enunciado:

a) El perimetro de un triangulo de lados a, b, ¢

b) La relacion de los tres lados de un triangulo rectangulo a (mayor) b y c.

¢) Eldoble de la suma de a con b dividido entre la mitad de la resta de a y c.

d) Los lados de un tridngulo cumplen que el mayor (a) es la raiz cuadrado del

producto de los otros dos (b y c¢).

Dentro de las expresiones algebraicas distinguimos entre las dos mas importantes, la

identidad (o igualdad) y la ecuacion. Veamos en qué consiste cada una de ellas.

Definicion: una ecuacion es la relacion de igualdad entre dos expresiones
algebraicas que solo son ciertas para algun valor de las letras (incognitas).

Ejemplos: a) 3x+2=5 - solo cierto si x=1, b) x*-3x+2=0 > s6lo cierto para x=1,
x=2, ¢) Xx-y=2 -2 solo cierta si x es dos unidades mas que y (x=8 ,y=6 ; x=23, y=21...)

Definicion: una identidad es la relacion de igualdad entre dos expresiones
algebraicas que son ciertas para todo valor de las letras (variables).

Ejemplos: a)3x+5+7x=10x+5, b)(2x+1)*=4x*+4x+1, ¢) (x+y)-(2x+1)=2x*+x+2xy+y

Ejercicio 2: Distingue si las siguientes expresiones son ecuaciones o igualdades.
Comprobar dando 2 valores aleatorios a cada letra si se cumplen las igualdades.

a) (3x+5)-(2x-1)=6x"+7x-5

b) (2x+y)-(y-1)=2xy+y’-y+2x

¢) x+x=2x’

2. Monomios
2.1. Definiciones

Un monomio es una expresion del tipo a-x" donde:
- aeR y se denomina coeficiente
- X:es lavariable (puede ser otra letra y, z...). Esta “letra” puede tomar
cualquier valor real
- neN es el grado del monomio
- X" se denomina parte literal
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Ejemplos: 5x2,-§ y3, Z*, -mx, -3

Coeficiente | Grado | Variable
5x° 5 2 X
2 5 2
3 y 3 3 Y
7t 1 4 z
-TIX -T 1 X
-3 -3 0 --

. , 0
Los monomios de grado 0 son los nimeros reales -3=-3-x

Definicion: monomios semejantes son todos aquellos que tiene misma parte literal,
es decir misma variable y grado.

Ejemplo: 47, X’ -x°

2.2. Operaciones con monomios

Suma y resta: solo se pueden sumar los monomios semejantes, sumandose y
restandose los coeficientes:
ax"+bx"=(axb)x"

Ejemplo: -7x*+3x-12x*=-16x";

V8x—2x = (8 =v2)x = (2V2 = V2)x =2x

Multiplicacion: _se multiplican los coeficientes y se suman los exponentes de las
variables iguales:
(ax")-(bx™)=(a-b)x"™

Ejemplos: 5x>(-3x"=-15x°% 3y-3/2y* =(/332)y* =4/3%22 37 =4/108-y° ;
2x-(-3y°)=-6-x"y

Division: se dividen los coeficientes y se restan los exponentes de variables iguales:
(ax"):(bx™)=(a:b)x"™

5 \/gx

3
Ejemplo: 5x>:(2x%)==x, ~—— =/2x
jemp @y x V2
Potencia: se eleva el coeficiente y se multiplica el exponente por el grado del
numero.
(axn)m:am'xn-m

Ejemplos: (5x°)'=5"x"?=625x'%; (-3y)y’=-27y’
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Ejercicio 3. Opera y simplifica al maximo.
a) 3yx-5yx+21yx
b) (VZ-x-y*)°
¢ (xty 2)(2xy )
3. Polinomios
3.1. Definiciones
Definicion: se llama polinomio de variable x a la expresion algebraica que resulta
de sumar 2 o mas monomios de variable x, siendo del tipo:
P(x)=ax"+.. .+a2x2+a1x+a0 Donde:
- ap,aj, ..., a, € R yson los coeficientes y ay término independiente
- nes el grado del polinomio (el grado mayor de los monomios)

- axX', ..., aix, ap son los términos del polinomio

Ejemplo: P(x)=-6x5—3xz+% ‘Xx+4/2 es un polinomio de variable x, de grado 5 con

coeficientes as=-6, a;=a;=0, a,=-3, a1=% y a0=\/§ . Siendo JE el término

independiente.

Observa las siguientes expresiones que no son polinomios:
S
\/;+x; X ——;x-yt2
X

Otras definiciones:
- polinomio de grado cero: son los numeros reales
- polinomio nulo: es el cero 0(x)=0

- polinomio completo: es aquel donde todos los coeficientes desde el de mayor
grado al término independiente son distintos de cero. Ejemplo: P(x)=-
2> +H4x7-5x+12

Valor numérico de un polinomio: resulta de sustituir una variable por un niimero,
obteniendo el correspondiente valor numérico.

Ejemplo: P(x)=x’-x*+x-5 ©> P(1)=1°-17+1-5=-4 ; P(0)=0’-0*+0-5=-5

Raiz de un polinomio P(x): es todo nimero real, ac R, tal que su valor numérico es
cero es decir P(a)=0

Ejemplo: P(x)=7x"-4x*+11 el -1 es una raiz de P(x) > P(-1)=-7-4+11=0.

En siguientes apartados veremos cuantas y como calcular las raices de los
polinomios.
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3.2. Operaciones con polinomios

Suma y diferencia: se suman y restan los monomios semejantes como vimos en el
apartado anterior.

Ejemplo: P(x)=2x-5x*+3x-2 y Q(x)=6x"-5x"+6x-5

P(x)+Q(x)= 2x>-5x*+3x-2+(6x*-5x>+6x-5)=6x"*-3x>-5%x*+9x-7

P(x)-Q(x)=2x7-5x*+3x-2-(6x*-5x>+6x-5)=2x>-5x*+3x-2-6X " +5x°-6x+5=

= 6x+7x>-5%°-3x+3

Definicion: polinomios opuestos son los que sumados el resultado es el polinomio
nulo. El opuesto de P(x) se denota como —P(x).

Ejemplo: P(x)=x’-3x+5 > -P(x)=-x"+3x-5

Multiplicacidn: la multiplicacion de dos polinomios resulta de multiplicar cada
monomio del primer polinomio por todos los monomios del segundo.

Ejemplo: (5x2-3x+5)-(-7x3+x+1)=-3 5x 5% +5x2+21x*-3x2-3x-3 5% +5x+5=

=35x+21x*-30x>+2x>+2x+5

Potencia de polinomios: 1a potencia n-esima de un polinomio P(x) se denota como
(P(x))" y resulta de multiplicar P(x) n veces por si mismo: (P(x))"=P(x)- P(x)-... -P(x)

n-veces
Ejemplo: P(x)=(5x*+x+1) > (P(x))’=(5x*+x+1)(5x*+x+1)(5x*+x+1)=
=125x+75x°+90x +3 1 +18x7+3x+1

Identidades notables:

- Cuadrado de la suma de monomios: (a+b)’*=a’*+2ab+b’.
Demostracion: (a+b)2=(a+b)-(a+b)=a2+ab+ba+b2=az+2ab+b2
Ejemplo: (5x+3)*=(5x)*+2-5x-3+3=25x"+30x+9

- Cuadrado de la diferencia de monomios: (a-b)2=a2-Zab+b2.
Demostracion: (a-b)’=(a-b)-(a-b)=a’-ab-ba+b’=a’-2ab+b
Ejemplo: (5x-3)*=(5x)*-2-5x-3+3°=25x%-30x+9

- Suma por diferencia: (a+b)-(a-b)=a’-b?

Demostracion: (a+b)-(a—b)=a2-ab+ba-b2=a2-b2

Ejemplo: (5x-3)-(5x+3)=(5x)*-3"=25x%-9

Ejercicio 4. Calcular
a) (3x+1)°
b) (a’+1/2)°
¢ (2x*-3)°
d) (2a’+b%)( 2a’-b?)
e) (2x°+2x-1)
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Sacar factor comun: cuando todos los términos del polinomio P(x) son multiplos de
un monomio m(x) podemos sacarlo factor comun.

Ejemplo: 6x*-9x*+12x*-3x=3x-(2x>-3x*+4x-1)

Ejercicio 5. Sacar factor comun:

a) 490x°-420x>+90x
b) 1/4x-3/20x*+5/4x

Division de polinomios: veamos como se divide a partir de un ejemplo

P(X) 9(x)
6x* +8x” +7x +40 |2x* —4x+5
—6x*+ 12x° —15x° 3x% +6x +'% = C(x) cociente

+12x°  —-7x°
—12x°  +24x* -30x
17x* —23x
—17x* +34x—3%%
11x =% = R(x) resto

Regla de la division: P(x)=Q(x)-C(x)+R(x)

Si la division es exacta se cumple R(x)=0 = P(x)=Q(x)-C(x), luego P(x) multiplo de
Q(x) y C(x), o estos divisores de P(x).

Ejercicio 6. Operar y simplificar al maximo el resultado dados los polinomios
siguientes P(x)=3x"-2x"-3x+1, Q(X)=-x"+3x’+2x-.4, S(x)=x>-2x"-2x+4

a) 3-P(x)-4-Q(x)-2-S(x)

b) P(x)-S(x)

¢) P(x) [S((x) (calcular cociente y resto y hacer la regla de la division)

Ejercicio 7. Decir si A(x)= x*"3x’-x*-4x-1 es multiplo de B(x)=x+3 y C(x)=x+1

Ejercicio 8. El lado x de un cuadrado aumenta en a cm. Formandose otro cuadrado.
Suma las areas de los rectangulos y cuadrados de la figura y comprueba que obtienes el
area del cuadrado de lado x+a

(1) av) | a

@
(I1D)
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Ejercicio 9. Calcula el area del cuadrildtero A’B’C’D’ mediante un polinomio en x,
sabiendo que AB=3cm, BC=5cm y AA’=BB’=CC’=DD’=x

D D C

C’

SOLUCIONES

Ejercicio 1:
a) P=atb+c

b) a’=b*+c? (teorema de Pitadgoras)

2(a+b)
C) (a-c):2
d) a=+vb-c

Ejercicio 2:

a) (3x+5)(2x-1)=6x*+7x-5 > identidad multiplicando la izquierda obtenemos la
derecha.

Valores x=1 = 8:1=6-1+7-1-5 luego 8=8; x=0->5-(-1)=0+0-5luego -5=-5

b) (2x+y)(y-1)=2xy+y*-y+2x = identidad multiplicando la izquierda obtenemos la
derecha.

Valores x=0, y=0 = 0-(-1)=0+0-0+0 luego 0=0; x=0, y=1->1:0=0+1-1+0 luego
0=0

¢) x+x=2x" 2 Ecuacion, no podemos obtener la expresion de la derecha a partir
de la izquierda.

Valores: se cumple para x=1 = 1+1=2, pero no para otros valores como x=2->
4+2=2-8 > 6£16

Ejercicio 3.
a) 3-y-x2—5-y-xz+21-y-><2=19y><2
b) (V2 x-y%)°=4x"y"”
] (3-xz-y3-Z)-(-2x-y2-zz)=-6x3-y5-z3
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Ejercicio 4.
a) (3x+1)=9x’+6x+1
b) (a’+1/2)*=a‘*+a+1/4
¢) (2x%-3)*=4x*-12x*+9
d) (2a*+b?)-( 2a’-b?)=4-a°-b*
e) (2x*+2x-1)"=(2x’+2x-1)" (2x*+2x-1)=4x"+8x*-4x>+4x>-4x+1

Ejercicio 5.
a) 490x7-420x*+90x=10x-(49x*-42x+9)=10x(7x-3)"
b) 1/4x°-3/20x%+5/4x=x/4-(x>-3/5x+5)

Ejercicio 6.
a) 3-(3x*-2x%-3x+1)-4-(-x +3x°+2x-.4)-2( x-2x2-2x+4)=9x*-6x*-9x +3+4x°-12x°-
8x+16-2x>+4x*+4x-8=4x"+9x*- 14x>-2x*-13x+11
b) (3x*-2x%-3x+1)( x3-2x%-2x+4)=3x"-6x%-6x"+12x*-2x>+4x+4x>-8x?-3x +6x>+6x*
-12x+x°-2x2-2x+4=3x"-6x°-6x>+13x+11x°-2x*- 14x+4

)

P(X) S(x)
3x* -2x* =3x +1 |x’-2x*-2x+4
-3x*+ 6x°  +6x* —12x 3x+ 6 = C(x) cociente

+6x° +4x? —15x+1
—6x° +12x* +12x-24

16x> —3x—23 = R(x) resto

Comprobacién: (x*-2x*-2x+4)-(3x+6)+16x°-3x-23=3x"+6x>-6x>-12x>-6x°-
12x+12x+24+16x>-3x-23=3x"-2x>-3x+1

Ejercicio 7.

Dividiendo tenemos que la division entre (x+3) la division no es exacta = no
multiplo. La division entre (x+1) la division es exacta = es multiplo

Ejercicio 8.
Area cuadrado (1) = x*
Area cuadrado (IV)= a’
Area rectangulo (II)=xa
Area rectangulo (I1I)=ax

Area total = x*+2ax+a’=(x+a)’

Ejercicio 9.
area (A’B’C’D’)=area(ABCD)-2-area(BB’C’)-2- area(CC’D’)=

=3~5-2% x+(3-X)- 2% x+(5-X)=15-(3x-x)~(5x-x%)=15-8x+2x*
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