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Unidad 11. Espacios vectoriales

Contexto con la P.A.U.

Este es un tema que aunque en el indice se ha incluido en el Bloque de Algebra lineal,
podria también incluirse en el Bloque de Geometria. Pretende asi sentar las bases
tedricas de los dos siguientes temas.

Aunque en los exdmenes de matematicas de PAU no suele haber ningin ejercicio
relacionado con este tema he considerado importante incluirlo, tanto por estar en el
temario de la asignatura como por su importancia en las carreras de indole tecnologica
como ingenierias, matematicas, quimicas o fisicas.
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Unidad 11. Espacios vectoriales

1. Espacios vectoriales

1.1. Definicion.

Definicion 1: Sea V un conjunto; se llama operacion interna de V a una aplicacion que
nos relaciona dos elementos de V con otro de V. El ejemplo més utilizado es el de la
suma:

+VxV ——m™ V

v —putv

Ejemplo: sea V=R’ el conjunto de los vectores en el plano( R’={(x,y): x,ye R});veamos
como la suma de vectores en el plano es una operacion interna:

+:R’x R? ——— R?

u=xy),v=x"y)———» u+v=(x+x,y+y")

Definicion 2: Sea V un conjunto, se llama operacion externa de V sobre R a una
aplicacion que nos relaciona un elemento de V y otro de R con otro de V. El ejemplo
mas utilizado es el del producto escalar:

“RxV ——mmV

Av ————> v

. 2 .
Ejemplo: sea R” el conjunto de los vectores en el plano, veamos como el producto de un
escalar y un vector en el plano es una operacion externa:

“RxR? —R’

Av=(xy) — W=(Al)

Definicion: Un conjunto V es un espacio vectorial sobre R si cumple:

1. Tiene una operacion interna (suma) tal que cumple las siguientes propiedades:

Y uv,weV
+VxV ——V
1) conmutativa: utv=v+u
i) asociativa (u+v)+w=ut(v+w)
1i1) elemento neutro:existe un elemento de V,que denotamos 0,tal que u+0=u
iv) elemento opuesto: para todo elemento u existe otro, -u, tal que u+(-u)=0

2. Tiene una operacion externa (producto escalar) tal que cumple las siguientes
propiedades: VA, ueR , Vu,ve V

“RxV —— ™V
i) Distributiva con R: (A+)-u=A-u+u-u
ii) Distributiva con V: A(utv)=A-u+A-v
iii) Asociativa: (A-p)-u=A-(1L-u)

iv) Elemento neutro: 1-u=u
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Unidad 11. Espacios vectoriales

Al conjunto V, con las anteriores operaciones y propiedades se le denomina espacio
vectorial, y se representa por la terna (V, +, r). Los elementos pertenecientes a V se les
llama vectores, siendo escalares los pertenecientes a R (se suelen utilizar las letras
griegas minusculas).

1.2. Ejemplos de Espacios Vectoriales

En este apartado vamos a ver varios ejemplos de espacios vectoriales. El origen de la
estructura matematica del espacio vectorial son el conjunto de los vectores en el plano,
R’ y el conjunto de los vectores en el espacio, R’, tantas veces utilizados en la fisica
(velocidad, aceleracion, posicion...), si bien existen muchos otros espacios vectoriales
como veremos a continuacion.

1.

Conjunto de los vectores en el plano con las operaciones de la suma de vectores
y el producto escalar (R?,+,r). Demostracién

1. Operacién interna: u=(x,y), v=(x",y"), w=(x",»")
+ R%R? —> R’
i=(xy)v=0uy) —— d+v=(x+x,y+y")
1) Conmutativa: u +v =(x+x",y+ ") =(x"+x,y+y)=v+u

i1) Asociativa: U+v)+w=((x+x")+x",(y+yH)+y'")=
=(x+(x+x"),y+(y+y)=u+G+w)

iii) Elemento neutro: i + 0 = (x, ») + (0,0) = (x, y) =i
iv) Elemento opuesto: u + (—u) = (x, )+ (—x,—y) =(0,0) = 0

2. Operacion externa:
“RxR? — R’

Av=(xy) ——>Av=(14x,4y)

1) Distributiva en R:

(A+pyii =((A+ @) x,(A+ @) y) = (Ax+px, Ay +py) = Ux, p) + px, y) = A+ prii

ii) Distributiva en R*:

AU+V)=Ax+x,y+y)=(Ax+x),Ay+y)=A(x,y)+ A, y) =AU+ AV

ii1) Asociativa: (A-u)u = (Ap)x,(A- 1) y)=A(wx,wy)=A(wi)

iv) Elemento neutro 14 =1-(x,y) = (x,y) =u
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Unidad 11. Espacios vectoriales

2. El conjunto de los vectores en el espacio, R*={(x,y,z):x,y,z€R} con las
operaciones de la suma de vectores y el producto escalar (R, +,r).

Demostracion: La demostracion es equivalente a la vista par los vectores en el
plano, con la salvedad de que hay que anadir una coordenada mas.

3. El conjunto de los polinomios con grado < n con coeficientes reales, P,(R), con
las operaciones de la suma de polinomios y el producto escalar (P,(R),+,r).

Demostracion:

L4 : . _ n . _ ' N ) )
. . —dan coe 9 - coe )
1. Operacién interna: p(X)=a,x +...+ta;x+ap; q(X)= a,’x +...+a; x+ag

h(x)= a,"x"+...+a;"x+ag”

+: Pn(R)xPn(R) =™ Pn(R)
p(x),q(x) —— p(X)*Tq(x)=(antan")x"+...+(aotap’)
i) Conmutativa: p(x)+q(x)= (asta,”)x"+...+(agtay’)=
=(a, +ay)X +...+(ag’+ag)=q(x)+p(x)
ii) Asociativa: (p(x)+q(x))+h(x)= ((axta,’)+a, )X "+...+((agtap ) +ay’’ )=
=(anH(an+an""))x ... H(ao (a0’ +a0""))=p(x) H(q(x)th(x))
iii) Elemento neutro: p(x)+0(x)=(a,+0)x"+...+(ap+0)= ax"+...+ao=p(x)

iv) Elemento opuesto: p(x)*+(-p(x))= (a,- a,)x"+...+(agt0)= 0-x"+...+0=0(x)

4. El conjunto de las matrices en cualquier dimensién, M.m(R), con las
operaciones de la suma y del producto escalar (Mpxm(R),*,'r). Demostracion:

La demostracion es trivial, aplicando las propiedades de la suma y el producto de
nameros reales en cada coeficiente de las matrices. A realizar por el alumno en casa.

Ejercicio 1: decir si son espacios vectoriales los siguientes conjuntos con las
operaciones indicadas.

a) Las matrices cuadradas con operacion interna el producto de matrices
y el producto escalar, como operacion externa

2 ., .
b) R” con el producto escalar como operacion externa y la siguiente suma
como operacion interna:

®: R’xR? —> R
(Xy),(x,y) ——— (x+x’-(y+y’),0)

a) Veamos si el conjunto de las matrices cuadradas con el producto de matrices
como operacion interna es espacio vectorial:

1. Operacion interna: t Muxn(R)X Mpxn(R) —————» Mpx(R)

A, B —» AB
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Unidad 11. Espacios vectoriales

1) Conmutativa A-B#B-A (por lo general las matrices no conmutan),
luego no es espacio vectorial con el producto como operacion interna (si es
espacio cuando la operacion interna es la suma de matrices, como vimos).

b) Veamos si R?, con la suma anteriormente definida como operacién interna, es
espacio vectorial:

1. Operacion interna:
1) Conmutativa: tenemos que ver si se cumple que u®@v=v®u:
U®v=(x+x-(y+)0)
|
VOu=(x4+x—-('+»),0)
11) Asociativa: tenemos que ver si (u®v) @w=u® (VO w):
@@V)@Ww=(x+x~(y+1).0)®(x",p") = (x+x") +x"=((y+ ) +"),0)

I
U®VOw)=(x,y)®(x+x"=(y'+y"),0) = (x + (x+x") = (y + (y'+"")),0)

1i1) Elemento neutro: no existe, pues sea cual sea este vector, nos anula la
segunda coordenada del vector. Veamos, suponiendo que el elemento neutro es

(0,0: i®0=(x+0—-(y+0),0)=(x—y,0) £

Luego no es espacio vectorial el conjunto de los vectores en el plano con la suma
@ como operacion interna.

2. Subespacio vectorial

2.1. Definicion

Definicion: Sea (V,+,r) un espacio vectorial y W un subconjunto de V (WcV). Se dice
que W es subespacio vectorial de V si W, con las operaciones definidas en (V,+,r), se
comporta como un espacio vectorial, es decir, cumple las propiedades definidas en
apartado anterior.

En la practica no es necesario volver a comprobar nuevamente las diferentes
propiedades de las operaciones interna y externa sobre W. Veamos una condicion
necesaria y suficiente en el siguiente subaparatado.

2.2. Condicion suficiente y necesaria

Teorema: Sea (V,+,r) un espacio vectorial y W un subconjunto de V. (WcV); (W,+,r)
es subespacio vectorial de V si cumple las siguientes proposiciones:

1) YuyveW - utveW (cerrado con la suma).

2) YueV, VAeR-> A-ue W (cerrado con el producto escalar).
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Unidad 11. Espacios vectoriales

Ejemplo: Estudiar cuales de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios
vectoriales

a) S={(0,y): yeR}
1.V u=(0,y), v=(0,y)eS = u+v=(0,y+)") e S, pues y+y’e R y la primera
coordenada es nula

2. V u =(0,y)eS, VAeR > A u =(0,A'y)eS, pues AyeR y la primera
coordenada es nula

Es subespacio, al cumplir las dos condiciones.

b) T={(x,1): xeR}

1. V u=(x,1), v=x,1)T 2> u+v=(x+x",2)¢ T, pues la segunda
coordenadano es 1.

No es subespacio, pues no cumple la primera condicion.

c) A={(x,y):x+y=0}, se puede expresar de la siguiente forma: A={(x,-x):xeR}.

1. V u=(x,%), Vv =(x",-x)EA 2> u+v=(x+x",—(x+x')e 4 pues la
segunda coordenada es la opuesta a la primera.

2. V i=(x,-x)e A, VAeR 2> A ii=(Ax,-A'X)€ A, pues la segunda coordenada
es la opuesta a la primera.

Es subespacio al cumplir las dos condiciones.

Ejercicio 2. Decir si los siguientes subconjuntos son o no subespacios vectoriales

a) Matrices simétricas de dimension n, S,(R) subespacio vectorial de las matrices
cuadradas de dimension n (M« (R),*,R).

1. VA,Be Sy(R)> A=a;j=A'=a;; B=b;=B'=b;

C=c =A+Ba;+h; b, =b, C=C">A+BeS,R
Ct:(A+B)l=Cji:aji+bjicom0 = Y = - - n( )
2. Vhe R, VAe Sn(R)é D=dij=k-A=h-aij=k-aji=dji9(X-A)Z(X-A)ték-Ae Sn(R)

Es subespacio vectorial (Sp(R),*,r)

. 1 3 -1 2 0 5 4 8 12 24
Ejemplo: + = 3 =
35 2 3 5 8 8 —1 24 -3
(Iden matrices antisimétricas)

b) Matrices triangulares inferiores de dimensién n, T',(R) subespacio vectorial de las
matrices cuadradas de dimension n (Myxn(R),*,r).

Ae T',(R) —>2;;=0 j>i (los elemento encima de la diagonal son nulos)
1. VA,Be T',(R) :C=c;i=A+B=a;+b;;=0 si j>i pues a;=b;;=0 > A+Be T',(R)
2. VAe T'y(R) y VAeR: D=dj=AA=MAa;=0 i>j pues a;=0 > LAe T',(R)

Es subespacio vectorial (Tin(R),Jr,-R) (Iden triangulares superiores).
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Unidad 11. Espacios vectoriales

¢) El conjunto de polinomios de grado menor o igual que m, P, (R), es subespacio
vectorial del conjunto de polinomios con grado menor o igual que n , P,(R),(n>m).

1. V p(x), q(x)€Pu(R)2>p(x)+q(x)ePn(R) (sumando polinomios de grado
menor que m el resultado es otro polinomio de grado menor que m)

2. V p(x)ePn(R) VAeR> Ap(x)e Piu(R) (el producto de un polinomio por un
n° real es otro polinomio de mismo grado)
Ejercicio 3. Decir si son subespacios vectoriales de (R*,+,r)
a) A={(x,y,0): x,ye R} >Subespacio

1. V(xy,0),(x’,y’,00e A>(X,y,0)+(x’,y’,0=(x+x’, y+y’,0)€ A, pues la tercera
coordenada es nula y la primera y la segunda son reales.

2. V(x,y,00e A,VAe R>A(x,y,0)=(Ax,Ay,0)e A, pues la tercera coordenada es
nula y la primera y la segunda son reales.

b) B={(x,y,-x-y): x,ye R} >Subespacio
1.V (X7Y7_X_Y)a (X,ay,a_x,_y,)e Be(xay;X_Y)—i_ (X,ay,a_x,_y,):

=((x+x),(y+y’),-(x-y-x’-y’))e B pues la tercera coordenada es la
opuesta a la suma de las dos primeras coordenadas

2. V(Xy,-x-y)eB , VAeR2>AX,y,-x-y)= (Ax,Ay,M(-X-y))€ B pues la tercera
coordenada es la opuesta a la suma de las dos primeras coordenadas

¢) C={(x,2x,3x): xe R} >Subespacio
1. V(x,2x,3x), (x’,2x’,3x’)e C> (x,2x,3x)+(x’,2x’,3x")=

=((x+x’),2(x+x"),3(x+x’))e C pues la segunda coordenada es el doble
de la primera y la tercera el triple de la primera

2. V (x,2x,3x)eC, VAeR: A(x,2x,3x)=(Ax,2Ax,3Ax)eC, pues la segunda
coordenada es el doble de la primera y la tercera el triple de la primera

d) D={(x,y,z):x+y=3,x,y,z€ R}={(x,3-x,z):x,ze€ R} >No es Subespacio
1. (x,3-x,2), (x’,3-x",2")e D 2 (x,3-x,2)+ (x°,3-x",2")=
=(x+x’,6-(x+x"),z+z’)¢ D, pues la 2* coordenada no es como la del subespacio.
e) E={(x,y,2): x'z=3 x,y,ze R}={(x,y,3/X) :x,ye R} >No es Subespacio
1. V(x,y,3/x),(x’,y’,3/x’)eE : (x,y,3/x)+ (x°,y’,3/X’)=
=(x+x’,y+y’,3/x+3/x”) ¢ D. 2 Pues 3/x+3/x’#3/(x+x)
f) F={(x,y,2):x=y" x,y,ze R}={(v".y,2):y,ze R} >No es Subespacio

. V (Yy.2), y2y2)eF © (Vy2)Hy? .y .2)=(y+y’y+y’,z+z’) &F, pues
(y+y) 2y +y”
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Unidad 11. Espacios vectoriales

3. Combinacion lineal. Sistema Generador.

Definicion: Un vector ve V es combinacion lineal de los vectores {vi,vy,...,v,}s1 se
puede escribir de la siguiente forma:

V=AM ViAot AV con A, Ag,. ., ApER

Ejemplos:
1. (7,3)eR? es combinacion lineal de los vectores {LTX =i =(1,0), u—} =7=(00)}:
(7,3)=7(1,0)+3(0,1) A=7, A,=3
2. (2,2,-5)€R? es combinacion lineal de los vectores, {(1,1,0) y (0,0,1)}:
(2,2,-5)=2(1,1,0)-5(0,0,1) = A1=2, Ay=-5

5 =2 S 1 0 0 1 0 0 0 0
3. es combinacion lineal de { , , , }
3 4 0 0 0 0 1 0 0 1
5 =2 1 0 0 1 0 0 0 0
=5 -2 +3 +4 > }\41=5,}\42=-2,)\«3=3,)\«4=4
3 4 0 0 00 1 0 0 1

4. p(x)=3+2x+5x* es combinacion lineal de {-2+2x, 1+x*}:
P(X)=3+2x+5%7=1(-242x)+5-(1+x%)  M=1, A,=5

Definicion: un conjunto de vectores {vi,...,v4} de un espacio vectorial (V,+,r), es
sistema generador de V si cualquier vector del espacio V se puede escribir como
combinacion lineal de éstos.

Ejemplos:
1. Los vectores {Z =i =(1,0), LTy =/ =(0,1)} generan el espacio vectorial R
Demostracion:

V ¥ =(x,y)eR® veamos que es combinaciéon lineal de estos dos vectores:
(%y)=x(1,0)+y(0,1)> A=x, A=y

7»2=Y

A

~.!

»
>

I Ai=x

2. Los vectores {12 =i =(1,0,0), Z =7=(010),u =k = (0,0,1)} son generadores de
R’. Demostracion:

V ¥ =(x,y,2)eR’ veamos que es combinacion lineal de estos dos vectores:
(X,y,Z)ZX(l,O,O)+Y(O,l,0)+2(0,0,1)9 }\,1=X, 7h2=y, }\43=Z-
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Unidad 11. Espacios vectoriales

3. Los vectores (1,1,0), (0,0,1) no generan R’ pues, por ejemplo, el vector (2,1,3)
no se puede expresarse como combinacion lineal de estos, ya que no existen
valores de A, A; tal que (2,1,3)=A;(1,1,0)+A>(0,0,1)=(A1, A1, A). Veamos:

2=\,

1=k1} No solucion pues 2#1.

1=\,

Los vectores (1,1), (0,1) si son generadores de R%:

V ¥ =(x,y)eR? veamos que es combinacién lineal de estos dos vectores:
(x,y)=M(1,1)+A2(0,1)>

7L1:X
}LlZX, kZZY'X 9 (X,Y):X(1,1)+(Y'X)(O,l)
)L1+7L2=y.
) 1 0Y(0 1)}(0 O0)(O0 O
4. Las matrices , , R son generadores de My (R).
0 0o/\0 0){1 O/l0 1
Demostracion:

a, a, 1 0 0 1 0 0 0 0
=4ay ta, +a,, +a,
a, a,, 0 0 0 0 1 0 0 1

Teorema 1: Un conjunto de vectores {vi,...,viy} €s generador del espacio (V,*,"), si el
rango de la matriz B=(vy,...,vy) es igual a la dimension del espacio vectorial (qué se
definira en el apartado 5 de este tema).

Ejemplo: Demostrar, que si los siguientes vectores {(1,2,3), (0,1,-2), (0,0,1), (1,1,-2)}
generan R’.

Como se demostrara en el apartado 5, la dimension de R’ es 3. Veamos si el rango de B
es igual a la dimension:

1 0 0 1
B=|2 1 0 1 |—> rang(B)=3-> Generan
3 -2 1 =2

Ejercicio 4: Decir si generan los siguientes vectores de R’ {(1,1,0), (0,1,1), (1,0,-1)}

. . 3 . .
Tendremos que ver si para cualquier vector v=(x,y,z)e R’ comprobaremos si es posible
ponerla como combinacidn lineal de los tres vectores:

(%,y,2)=A1(1,1,0)+A2(0,1,1)+A3(1,0,-1)

X=)L1+7L3
y:}L]+}L2
Z:?\,z-k3

Tendra solucién para cualquier valor de x,y,z si el sistema es compatible; es decir, si
rang(B)=3.
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Unidad 11. Espacios vectoriales

1 0 1
B=|1 1 0 |- rang(B)=2-> No generan.
0 1 -1

4. Dependencia e independencia lineal.

Definicion: Los vectores {vj,vy,...,vp} son linealmente dependientes si podemos
encontrar numeros reales, A;, tal que:

AMVvi+Aovot. . A, vp,=0 en donde al menos un A;#0

Definicion: Los vectores{vi,vy,...,vy}son linealmente independientes si no son
linealmente dependientes; es decir, si cumple la siguiente igualdad

AMVi+Avot. . FALv=0 solo cierta cuando A;=A,=...=A,=0 (solucion trivial)

Teorema 2: Si los vectores {vi,va,...,vp}son linealmente dependientes, entonces,
cualquiera de ellos se puede expresar como combinacioén lineal del resto. Si son
linealmente independientes ninguno de ellos se podra expresar como combinacion lineal
del resto.

{Vi,V2,...,Va} L.D. 2 vimluvit+. A Vi i Vie .. UV,

{V1,v2,...,va} L.I. 2 v; no se puede expresar como combinacion lineal del resto.

Teorema 3: Los vectores {vi,vy,...,vy}son linealmente independientes si el rango de la
matriz B=(vy,...,vy) es igual al n° de vectores, n, (rang(B)=n). En el caso de que sea
menor, entonces, son linealmente dependientes

rang((v1,Va,...,vp))=n 2> L. L.
rang((vi,Va,...,Vp))<n = L. D.

Ejemplos:
1. (1,2),(1,4),(1,0) veamos si son L.I. o L.D. :
A(1,2)+A(1,4)+A3(1,0)=(0,0)
A+ +A3=0
20 +40,=0 }

1 1 1
B:
2 40
A=2, A=-1, A;5=1 es solucion. Linealmente dependientes.

Teorema 1: (1,4)=2(1,2)-(1,0)

Teorema 2: Es un sistema homogéneo compatible indeterminado( rang(B)=2)
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2. (1,0,1),(1,2,0), (0,1,1) veamos si son L.D. o L.L.:
M(1,0,1)+22(1,2,0)+25(0,0,1)=(0,0,0).

A +2,=0 110
2, +2,=0tB=[0 2 0
A +2,=0 1 0 1

Tenemos que la Gnica solucion es A=A,=A3;=0 >linealmente independiente, ya que
el sistema es compatible determinado.

Teorema 1: (1,0,1)#u,(1,2,0)+u2(0,0,1)

Teorema 2: rang(B)=3.

3. {1, X2, x*+1 } veamos son L.D. o L.I.

M 1A X2 HA g+ (x*+1)=0+0x+0x>

A+2,=0 10 1
0=0 +B=|0 0 0
L+2,=0 |0 1 1

El sistema es compatible indeterminado; una solucion distinta de la trivial es A=1,
A=1, As=-1. Linealmente dependiente

Teorema 1: x>+1=1-1+1-x><

Teorema 2: rang(B)=2.

Ejercicio 5: ver si son L.D. o L.I.
a) (1,0,0), (2,0,0), (0,3,1)=> A1(1,0,0)+A2(2,0,0)+A5(0,3,1)=(0,0,0)
A +24,=0 1 20

34,=0 :B=|0 0 3

A, =0 0 0 1

La solucion es A;=0 y A=-2A,, luego existe alguna solucion distinta de la trivial (A;=-2,
A=1, A3=0). Linealmente dependiente.

Nota: Siempre que en el conjunto de vectores haya dos iguales o proporcionales (como
los dos primeros), el sistema es linealmente dependiente

Teorema 1: (2,0,0)=2(1,0,0)+0(0,3,1)

Teorema 2: rang(B)=2
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b) (1,2,1), (0,1,0), (0,0,1) = Ai(1,2,1)+22(0,1,0)+A5(0,0,1)=(0,0,0)

A,=0 1 00
24,+4,=0tB=[2 1 0
A+, =0 1 01

La tinica solucion es Aj=A,=A;=0, luego los vectores son linealmente independientes.
Teorema 1: (1,2,1)#u,(0,1,0)+u,(0,0,1)

Teorema 2: rang(B)=3.

¢) (2,1,3), (1,2,-1) = M(2,1,3)+A»(1,2,-1)=(0,0,0)

24, +4,=0 2 1

A +24,=0'B=|1 2
34, -4, =0 3 -1

Unica solucion es A;=A,=0. Los vectores son linealmente independiente
Teorema 1: (2,1,3)#u(1,2,-1)

Teorema 2: rang(B)=2=n° vectores

d) (1.2,5),(0,0,0), (4,-1.2) > Ai(1,2,5)+A2(0,0,0)+23(4,-1,2)=(0,0,0)

A +42,=0 1 0 4
24, -4, =0 }B=|2 0 -1
54, +24, =0 5.0 2

Tiene infinitas soluciones, A;=A;=0 y VAs;€ R. Por ejemplo una solucién no trivial puede
ser A=A,=0, A3=1. Luego los vectores son linealmente dependientes.

Nota: Siempre que uno de los vectores sea el vector nulo, el conjunto de vectores es
linealmente dependiente

Teorema 1: (0,0,0)=0-(1,2,5)+0-(4,-1,2)

Teorema 2: rang(B)=2.

Ejercicio 6: ver si son L.D. o L.I.

< L R e S M R W

A +2,=0 1 1 0
24, =0 12 00
A, = 1o 11

A, +2,=0 0 0 1
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Tiene unica solucion A;=A,=A;=0. Luego el conjunto de vectores (matrices) son
linealmente independientes.

. (12, (10}, (00
rema 1.
eore o o) ™o 1)™1

Teorema 2: rang(B)=3
n (o DG 06 TG o
0
1

S T O S O 2 I S N

A +24,+34,=0 1 2 0 3
“Ay=A=0 |, |0 =1 =10
A, +4,=0 0 1 0 1
A +2,=0 1 0 0

Tiene infinitas soluciones (|B|=0), por ejemplo A1=A,=1, A;=As= -1. Luego el conjunto
de las 4 matrices son linealmente dependientes.

10 2 -1 0 -1 30
Teorema 1: =—1 +1 +1
0 1 1 0 0 1 1 0

Teorema 2: rang(B)=3

5. Base de un espacio vectorial. Teorema de la Base

Definicion: Dado un conjunto de vectores {vi,vs,...,vy} en un espacio vectorial (V,+,r)
forman una base si cumplen las dos siguientes condiciones:

1. linealmente independientes

2. sistema generador de V

Teorema de la base: Todas las bases de un espacio vectorial V tienen el mismo niimero
de vectores. Al nimero de vectores se le llama dimension del espacio vectorial.

Ejemplos:

1. (R%+,R) es espacio vectorial de dimension 2, pues {(1,0), (0,1)}son base al ser
linealmente independientes y generan. A demostrar por el alumno

2. (R?+,R) es espacio vectorial de dimension 3, pues {(1,0,0), (0,0,1), (0,0,1)}son
base, al ser linealmente independientes y generar. 4 demostrar por el alumno
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3. Mmxn(R),+,;r) es espacio vectorial de dimension m-n. Ejemplo Mjs(R)

. . I 0)(0O 1)(0 O0)(0O O '
dimension 4, pues { , , , } son base al ser linealmente
0 0)l0 0){1 0/{0 1

independiente y generar. 4 demostrar por el alumno

4. Py(R) es un espacio vectorial de dimension n+1, pues {1,x,x°,...,x"} son base al
generar y ser linealmente independientes. 4 demostrar por el alumno

Teorema 4: Si un conjunto de n vectores {vj, ..., vyjes base de (V,+,r), siendo la
dimension de V igual an :

a) Se cumple que si son linealmente independientes, entonces son generador de V;
y al revés, si generan son linealmente independientes.

b) Se cumple que si son linealmente dependientes, entonces no generan V; y al
revés, si no generan son linealmente dependientes.

De esta manera, para ver si un conjunto de n vectores en un espacio de dimension n es
una base, s6lo hay que comprobar que son linealmente independientes o generan; no
hara falta comprobar las dos condiciones. Por lo general es mas facil ver que son L.1.

Teorema 5: Un conjunto de vectores {vj ..., V4} constituye una base si la matriz
B=(vy,...,vn) es cuadrada (mismo n° vectores que la dimension) y su determinante [B|#0
(linealmente independientes).

Teorema 6: Si el conjunto de vectores {v. ..., vim}pertenece al espacio vectorial (V,+,'r)
de dimensidon n<m, entonces estos vectores son linealmente dependientes.

Teorema 7: Si el conjunto de vectores {v;, ..., vm} pertenece al espacio vectorial
(V,+,'r) de dimensién n>m, entonces estos vectores no generan a V.

Ejercicio 7: Comprobar si los siguientes vectores son linealmente independientes,
generan y si son base de sus respectivos espacios vectoriales.

a) {(1,2), (1,4), (5,3)} > son tres vectores en un espacio vectorial de dimension 2, luego
los vectores son linealmente dependientes, y por lo tanto no son base.

Veamos si generan; para eso estudiemos el rango de B
1 15
B= - rang(B)=2 = Generan
2 4 3
b) {(1,0), (2,0)} > son dos vectores al igual que la dimension de R?, pude suceder:
a) Son base y, por lo tanto, linealmente independientes y generan.
b) No son base y, por lo tanto, linealmente dependientes y no generan.
Para ver en qué caso nos encontramos miramos el determinante de B.
‘1 2

0 = (0 2>estamos en ¢l caso b) linealmente dependientes y no generan
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¢) {(1,1), (5,0)} = son dos vectores, igual que la dimension de R?, estamos en el mismo
caso que en b). Veamos en este caso en qué situacion nos encontramos:

|B|=-5->Luego son base y por tanto linealmente independientes y generadores.
d) {(1,2,0), (0,1,0)}=> son dos vectores en un espacio vectorial de dimension 3, luego
no son generadores, y por lo tanto, tampoco son base.

Es facil de ver que son linealmente independientes, ya que los dos vectores no son
proporcionales. Otro método es ver el rango de B:

Rang(B)=2=numero de vectores—> linealmente independientes.

e) {(1,0,1), (2,1,1), (0,0,-1)}-> son 3, igual a la dimension. Por lo tanto estamos en la
misma situacion que en b). Serdn base o no segln el valor de [B|:

1 2 0
|BI=|0 1 0|=-1#0 - son base de R’, por lo tanto, generan y son
1 1 -1

linealmente independientes.

f) {1+x,1-x",-x+2x°} base de P,(R) = son 3 vectores en un espacio vectorial de
dimension 3. Veamos si son base calculando |B|

1 1 0
|Bl=]1 0 —=1=-3#0-> son base de P»(R) y, por lo tanto, generan y son
0 -1 2

linealmente independientes.

1 0 1 1)(0 0)\(-1 1 base de Moo (R)S 4 matei
g) { 1 2 ) 1 2 ) 1 19 0 -2 } ase ae 2x2( ) sSon 4 matrices en un

espacio pectoral de dimension 4; veamos si son base viendo el valor de B

1 1 0 -1
0 1 0 1
O NE -7#0 - son base de My,»(R)
-2 2 1 =2

6. Coordenadas de un vector.

Teorema 8: Sea B={v,, v, ..., v4} una base del espacio vectorial (V,+,'r); entonces
todo vector ueV se puede escribir de forma unica como combinacion lineal de los
vectores B.

u=W,vi+...+U,vy. Los valores (U,Uy, ...,U,) se llaman coordenadas de u en la base B.

Ejemplos:
Ver las coordenadas del vector u = (1,3,—4)

a) en la base canonica {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}:
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(1,3,-4)=1(1,0,1)+3(0,1,0)-4(0,0,1)~> las coordenadas 1,3-4.

b) en la base B={(1,0,1), (2,0,-1), (0,3,0)}
(1,3,-4)=u1(1,0,1)+112(2,0,-1)+15(0,3,0)

I=u +2u,
3=3u, Wi=-7/3, ux=5/3, w3=1
—4=p - i,

Luego las coordenadas en la base B son W,=-7/3, u,=5/3, w3=1

Matriz de cambio de base, B, y cambio de base inversa, B!: Dada una base
W={vi,va,...,vn}, la matriz B es la formada por las coordenadas de los vectores de W.
Asi, cada columna de B es un vector de W—> B=(vy,...,v,). Estas matrices nos permiten
obtener de forma rapida:

1. B~ las coordenadas de la base candnica cuando nos dan las coordenadas en otra
base

-1 .
2. B = las coordenadas en una base dada cuando tenemos el vector definido en la
base canonica.

T

{Base W, {Base canodnica}

~

Ejemplo: W={(1,0,1), (1,1,0), (0,0,1)}

1 10 1 -1 0
B=|0 1 0| B'=l0 1 0
1 0 1 -1 1

— 3 -
Sea v, =(3,4,5), un vector de R” en coordenadas de W; el valor de v en
coordenadas candnicas es :

t

11 3 7Y
v=[10 1 41| =|4| =(7,4,8)=3(1,0,1)+4(1,1,0)+5(0,0,1)
1 0 5 8

- o O

Obtener las coordenadas de la base candnica en la base de W:

t t

I -1 0})1 1
w.),={|0 1 0f0|| =|0]=(0-1,=1(1,0,1)-1(0,0,1)=(1,0,0)
-1 1 1)0 -1
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1 -1 0Y0 -1
G, =] 0 1 01| =|1|=1L),=1(1,0,H)+1(1,1,00+1(0,0,1)=(0,1,0)
-1 1 1)o ]
1 -1 oYo0)) (oY
@.),=[|0 1 00| =]0]|=(00,),=1(0,0,1)
-1 1 1\1 1

Obtener las coordenadas de u =(3,0,2) en la base W:

t t

3 3
0| =| 0| =@3,0-1),
2 -1

—_
|
—_

Ejercicio 8: Sea el espacio vectorial P3(R); demostrar que W={ 1(x-1),(x-1)%(x-1)° } es
base. Calcular las coordenadas de p(x)=4—x+x3 en dicha base.

Como el numero de “vectores” de W es 4, serd base si son linealmente independientes.
Esto ocurre si [B[#0.

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
0 1 -2 3 0 1 -
B= | B |= = 1(triangular)
0 0 1 -3 0 0 1 =3
0 0 0 1 0 0 0 1

Luego W es base de P3(R). La matriz B es la matriz de cambio de base de W a la base
canonica. Para obtener las coordenadas de p(x) en la base W tendremos que calcular B!

1 1 1 1
Bl - 01 2 3
1o 0o 1 3
0O 0 0 1
11 1 1) 4Y)) (4
pxX)w=|]0 1 2 3| -1 2 ) ;
o 0 1 alo =15 =230, =414 2= D+ 3 - )T +1(x - ]
00 0 1)1 1
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Ejercicios:

Espacios vectoriales

Ejercicio 9. Decir si los siguientes conjuntos con sus operaciones son espacios
vectoriales.

a. El conjunto de las matrices cuadradas, Mux(R), con las siguientes
operaciones:

Interna—> @: Mpxn(R) X Mpx(R) » Muxn(R)
AB > A®B=(A+B)'

Externa=> el producto escalar de un nimero por una matriz

b. El conjunto de los vectores en el espacio, R®, con las siguientes operaciones:
Interna: producto vectorial > ®:R*xR>:—»R’

(X5Y7Z)5(X,5y,az’) ’ (yz,_zy’azx,'xz,axy’-yx’)
Externa: el producto escalar un niumero por un vectores

Subespacios vectoriales

Ejercicio 10. Decir si son subespacios vectoriales
a. A={p(x)=apta,x’: ap,a€ R} subespacio de P,(R)
b. B={(x,-x,1/x): xe R} subespacio de R’

c. Dy={matrices diagonales} subespacio de My,

Ejercicio 11. Hallar las bases y la dimensién de los siguientes subespacios de R
a. S={(x,y,2): x-2z=0, x,y,ze R}
b. T={(x,0,2x): xeR}

Ejercicio 12. Hallar el valor de b para que el vector (1,b,-1) pertenezca al subespacio
generado por los vectores {(1,2,0), (2,-1,5)}. Hallar la forma general de este subespacio.

Combinacion lineal, generadores, base. Coordenadas

Ejercicio 13. Decir si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente
independientes, generadores y base.

c. {(1,2,-1),(0,-1,3), (1,1,1), (-3,0,0)} de R’
d. {1+x, x+x%, x*} de P»(R)

e (4 3G o (G o) 5o
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Ejercicio 14. Hallar los valores de x que hacen que los siguientes vectores{(x,2,0),
(2x,6%,10), (3,x,15)} sean linealmente independientes

Ejercicio 15. Estudia el conjunto de vectores de R W={(1,2.3),(0,2,4), (0,2,0)} forma
base de R*. En caso afirmativo expresa en esta base las coordenadas de (1,1,1)

Soluciones:

Ejercicio 9.

a.) Tenemos que comprobar que la operacion interna definida cumple las siguientes
propiedades: VA,B,Ce Ma»(R)

i. Conmutativa: AOB=(A+B)'=A+B'=B'+A'=(B+A)'=B®A
ii. Asociativa: (A®B)®C=(A+B"®C=( A4B")+C'=(A+B)+C"
A®(B®C)=A®B+C")=A+B+C")'=A+B+C)
No se cumple la propiedad asociativa, luego no es espacio vectorial.

b) Tenemos que comprobar que la operacion interna definida cumple las siguientes
propiedades: V i,v, weR’

i. Conmutativa: uxv =(yz’-zy’,zx’-xz’ Xy’ -yx’)
vxu =(Y'2-2°Y,2°X-X’Z,X"y-y X)= - UXV L UXV
No se cumple la propiedad conmutativa, luego no es espacio vectorial.
Ejercicio 10

a.) Veamos si cumple las dos siguientes propiedades Vp(x), q(x)e A, VAeR

1. p(x)+q(x)=ao+ao’+(a2+a2’)-xze A, pues tiene el término independiente y
el de segundo grado.

ii. Ap(x)=A-agtA-ax’€ A pues tiene el término independiente y el de
segundo grado.

Es subespacio

b.) V i,v € B VAeR; veamos si se cumple las dos propiedades

L 1 1 1 1 1
L o u+v=(x+x',—(x+x'),—+—)& B,pues —+—#
x X' x x x+x

No es subespacio.

c.) VA,Be D,(R) VAeR; veamos si se cumple las dos propiedades:
A=a;;=0 si i#}, B=b;=0 si i#j
i. C=ci=A+B=a;j+b;=0 si i#=> A+BeDy(R)
ii. D=dj=A-A=A-a;=0 si i#2>A-Ac Dy(R)

Es subespacio.
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Ejercicio 11

a) S={(x,y,z): x-2z=0, x,y,ze R}={(2z2,y,2): y,ze R}

Todo vector de S se puede poner como combinacién lineal de (2,0,1), (0,1,0):
(2z,y,2)=z:(2,0,1)+y-(0,1,0) V y,ze R. La dimension es 2 (2 parametros libres) La base
se consigue dando valores a las variables (tantos como la dimensioén)—>

y=0, z=1 (2,0,1)
y=1,z=0 (0,1,0)

b) T={(x,0,2x): xe R}

Todo vector de S se puede poner como combinacion lineal de (1,0,2):
(x,0,2x)=x-(1,0,2), xe R. Dimension 1 (1 parametro libre). La base se consigue dando
valores a las variables (tantos como la dimension), x=1-> (1,0,2) base de T

Ejercicio 12

(laba_l) € <(17270)7 (25-175)>9 (17b7-1):h1(17270)+>\'2(2a_175)

1:zq+2/12} 1 7

Ay=—= , A ==
~1=54, o577 s

(1,b-1)= %(1,2,0) —% (2,-1,5)=(1, 3,-1). Luego b=3

Llamaremos B al subespacio B={x(1,2,0)+y(2,-1,5)=(x+2y,2x-y,5y) x,ye R}

Ejercicio 13
a) {(1,2,-1), (0,-1,3), (1,1,1), (-3,0,0)} son vectores de R®, cuya dimension es 3, luego
no pueden ser linealmente independientes, y por lo tanto, son linealmente dependientes.

Para ver si son generadores tenemos que estudiar el rango de la matriz B. Si el rango es
3 entonces seran generadores.

1 0 1 -3
B=|2 -1 1 0 |rang(B)=3, luego son generador de R’.
-1 3 1 0

b) {1+x, x+x% x’}. La dimensién de P»(R) es 3, igual que el nimero de vectores.
Pueden ocurrir dos cosas:

1) Son linealmente independientes y generadores, luego base
2) Son linealmente dependientes y no generan, luego no son base.

Para ver en cual de los dos casos estamos veamos el valor del determinante de B.

1 00
B=|1 1 0/, det(B)=1, luego estamos en el caso 1 .
0 1 1
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I 0Y(1 O0\(1 1)(0 O ) ., ) ,
) , , , , la dimension es 4, igual que el nimero de
-1 3)10 0){-1 0){0 3

matrices, luego, al igual que en el apartado anterior, tenemos que ver si el determinante
de los coeficientes es distinto de cero.

1 1 1 0 11
0 1 0
00 1 0 0 0 0
B= |B|= =1 -1 0/=3%0.
“1 0 -1 0 -1 0 -1
3.0 3
30 0 3 3.0 0

Las matrices son linealmente independientes y generadores, y por lo tanto base.

Ejercicio 14

{(x,2,0), (2x,6x,10), (3,x,15)} linealmente independiente si el determinante de los
coeficientes es distinto de cero.

x 2x 3
3+£49-48

|B|=|2 6x x:20(4x2—3x+3)¢09x¢T€R.
0 10 15

Luego, independientemente del valor de x, los vectores son linealmente
independientes, y por lo tanto base.

Ejercicio 15
W={(1,2,3),(0,2,4), (0,2,0)}, son base ya que el determinante de B es distinto de cero.

1 00 1 0 0
|B=2 2 2/=-820> B"'=(-3/4 0 1/4
340 ~-1/4 1/2 -1/4
10 o0 Y1) 1Y
(LLD)=||-3/4 0 1/4 |1|| =|-1/2| =(1,-1/20),
-1/4 172 -1/4)1 0
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Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

UNIDAD 12. ECUACIONES DE RECTA Y PLANO

1. Introduccion. Espacio Afin.

1.1.Vector en el espacio. Vector libre y fijo.

1.2.0peraciones con vectores

1.3.Dependencia e independencia de vectores. Base

1.4.Relacion entre punto y vector. Coordenadas
2. Ecuaciones de la recta en el espacio

2.1.Ecuacion vectorial

2.2.Ecuaciones paramétricas

2.3.Ecuacion en forma continua

2.4.Ecuacion en forma implicita o interseccion de dos planos.

2.5.Caso particular. Conociendo dos puntos de la recta.
3. Ecuaciones del plano

3.1.Ecuacion vectorial

3.2.Ecuacion en paramétricas

3.3.Ecuacion general o implicita

3.4.Caso particular conociendo 3 puntos del plano.
4. Posiciones relativas

4.1.Dos planos

4.2.Tres planos

4.3.Recta y plano

4.4.Dos rectas
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Contexto con la P.A.U.

Entramos con este tema en el ultimo bloque del libro, la geometria. La importancia de
este bloque en la PAU queda de manifiesto afio tras afio. En los ultimos afios uno de los
dos problemas de 2.5 puntos de cada una de las dos opciones es un problema de
geometria.

Entramos en el bloque cuyos problemas quizas sean los mas complicados del curso, ya
que en muchos casos se requieren una buena vision espacial y de buscar estrategias para
resolver los problemas. Si bien en muchas ocasiones, y casi todas las cuestiones son
“problemas tipo”, como los que vamos a hacer en estos dos temas. Una vez entendido el
problema, y elaborada la estrategia de resolucion los calculos son sencillos, no como los
vistos en el bloque de analisis.
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1. Introduccion. Espacio Afin

1.1. Vector en el espacio. Vector libre y fijo.

Como hemos estudiado en el tema anterior el conjunto de los vectores del espacio, con
las operaciones de la suma de vectores y el producto escalar de vector por un nimero es
espacio vectorial. De hecho la definicion matemética de espacio vectorial surge para
interpretar las propiedades de las magnitudes fisicas vectoriales (velocidad, aceleracion,
fuerza...)

Asi (R’+,) es espacio vectorial, donde R*={(x,y,z): x,y,zeR}. El conjunto de los
elementos que forman parte de R® se llaman vectores en el espacio. Dentro de los
vectores distinguiremos entre vectores fijos y libres:

a. Vector fijo de origen A y extremo B, es el segmento orientado caracterizado por
tener las siguientes partes:

- Direccion: es la recta que une los dos puntos o cualquiera paralela
- Sentido: es la orientacion que tiene, desde A hasta B
- Modulo: es la longitud del segmento orientado

- Punto de aplicacion: el punto A

B .
A et
............ , =
Recta de origen
direccion

Coordenadas de vector fijo: Si A(Xa,Ya,Za), B(Xb,¥b,Zb) son las coordenadas de los puntos

que forman el vector, las coordenadas del vector AB son las que se obtiene restando las
coordenadas de B menos las de A:

E:B_A:(XaayaaZa)-(xbaybazb): (Xb‘Xa, Yb-Ya, Zb_zﬂ)

Modulo del vector: es igual a la distancia entre A y B. Utilizando Pitagoras tendremos
que | AB =1 +(2,=2,)" =(x, =x,)" + (0, =) +(z,=2,)’

i
e

e
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b. Vector libre: Sean los vectores con igual modulo, direccion (situadas en rectas

paralelas) y sentido (4;B;, A;B, , A3B3 ...), estos vectores se llaman equipolentes.
Todos los vectores equipolentes tienen mismas las coordenadas.

El conjunto de todos los vectores equipolentes a uno dado definen un vector libre ¥. Se
suele representar como el vector fijo equipolente situado en el origen.

z/:/
A AB//'
o

1.2. Operaciones con vectores libres

Veamos las operaciones mas importantes con los vectores.
1.Suma

Es la operacion interna desde el punto de vista de espacio vectorial. La suma de dos
vectores v +v'=(X,y,z)H(X’,y",2")=(x+x", yty’,z+2)

La interpretacion geométrica de esta operacion puede verse como el vector que resulta
de prologar v' al extremo de v, o por la regla del paralelogramo:

Puedes imaginarlo viendo la fuerza resultante de otras dos fuerzas (que son vectores)
con distinta direccion (por ejemplo dos caballos arrastrando una barca cada uno por una
orilla).

2.Producto escalar

Es la operacion externa desde el punto de vista de espacio vectorial. El producto de un

vector y por una constante A es: Ay =A-(X,y,z)=( Ax,Ay,Az).
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La interpretacion grafica es tal que si:

a) A>0 es un vector con la misma direccion, sentido y con modulo [A v [=|A||v |

b) A<0 es un vector con la misma direccion, sentido contrario y moédulo [Av |=|A||v |

¢) A=0 el vector nulo (0,0,0)

1.3. Dependencia e independencia lineal. Base.

El concepto de linealmente independiente y dependiente es el mismo que el estudiado
en el tema anterior. Asi como el de base.

Recordemos que la dimension de R? es 3, asi que el nimero de vectores que forman la
base seria de 3.

Al ser de dimension 3, el nimero maximo de vectores linealmente independientes es 3,
de manera que si tenemos 4 o mds vectores, seguro que son linealmente dependientes.

Tres vectores son linealmente independientes si cumplen alguno de los siguientes
requisitos:

a) A1v,+A2v,+A3v,=0 unica solucion la trivial > A;=A;=A;=0

b) v, # v, T3V, , v, # v, T3V, v #F Y T Y,

"

x x' x
¢) rang(|y y' y"|)F3
Z Zl le

Dos vectores son linealmente independientes si cumplen alguno de los siguientes
requisitos:

a) M \71 +A» \72 =0 A;=A=0

b) v, #av,, V,# Y,

1

X X
¢) rang(|y »'|)=2
z Zz

1.4. Relacion entre punto y vector. Coordenadas.

Para localizar un punto en el espacio necesitamos un sistema de referencia, es decir 3
rectas (generalmente perpendiculares) que se cortan en un punto llamado origen.

El sistema de referencia mas utilizado es el sistema de referencia cartesiano, este esta
formado por tres vectores unitarios (modulo 1) perpendiculares, que forman una base.
La notacion usada es la siguiente: {0,7, /,k }, siendo i = (1,0,0), 7 = (0,1,0),k = (0,0.1) .
En este sistema de referencia tenemos tres rectas o ejes cartesianos que contienen cada
uno de los tres vectores. Estos ejes se denotan OX (eje de las x) que contiene a i , OY

(eje de las y) que contiene a ; y OZ (eje de las Z) que contiene a k.
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Coordenadas en un punto y un vector:

Todo punto en el espacio se puede determinar conociendo la posicién que ocupan sus
proyecciones sobre los ejes, es decir las coordenadas del punto. Los puntos se suelen
denotar por letras mayusculas 2 P(Xo,y0,20)

Las coordenadas de un vector nos muestran el grado de avance de dicho vector en las
tres direcciones del espacio, asi v=(1,-2,0) implica una unidad de avance en el sentido
positivo del eje X, 2 en el negativo del eje Y y no avanza en el eje Z

Se cumple que las coordenadas del punto P son las mismas que las coordenadas del
vector V=0P=(x,-0,y,-0,z, —0) =(x,,5,,2,) =x07+y0j+201€

Z
Z
..... P
AAL
k| y=0P
Fa p y

Coordenadas del puno medio de un segmento: Sea un segmento AB, con A=(X,,Ya,Za) Y
B=(xv,y»,2p) los extremos del mismo. El punto medio M sera el que esta en el segmento
y tal que la distancia de A a M sea la misma que de M a B. es decir AB = 24AM = 2MB.
Para ver las coordenadas de M fijémonos en la siguiente figura:

\ 4

AB = 2AM>> (XB-XA,YB- YA,ZB- ZA)= 2(XM- XA,YM- Ya.ZMm- Za). Luego las coordenadas
del punto medio son:

_Xptx, _ YtV _Zptz,
Y T YT T
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Ejercicios :

Ejercicio 1.- Sean los puntos A=(2,3,5) y B=(1,0,8)

a) Hallar las coordenadas de los vectores AB y BA

AB =(1-2,0-38-5)=(-1,-3,3) yBA =(2-13-0,5-8) = (1,3,-3) =-AB

b) Hallar dos puntos C y D tales que el vector CD sea equipolente al vector AB

Tenemos que buscar dos puntos C y D tal que las coordenadas de CD sean (-1,-3,3).
Fijando un punto obtendremos el otro. Por ejemplo si C=(0,0,0) D=(-1,-3,3).

c¢) Hallar el extremo F de un vector EF tal que sea equipolente a AB, siendo E(-3,6,-9)
EF=(x+3,y-6,2+9) = (-1,-3,3) > E(-4,3,-6)

d) Halla el origen G de un vector fijo GH tal que sea equipolente a AB, siendo H=(3,2,9)
GH=(3-x2-y9-2)=(-1,-33) > G(4.,5,6)

Ejercicio 2.- Sean u = (5,—2,3) y ¥ = (—4,2,1) dos vectores libres. Se pide:
a) Dibujar cada uno de ellos y su suma

u=(5,-23);v=>-421);u+v=(,0,4)

b) ;Cual es el extremo de AB si AB=t — # y A=(0,2,0)?
AB=(x—0,y—=2,2-0)=ii — ¥ = (5-2,3) = (=4,2,]) = (9,~4,2) >B=(9.-2.2)
¢) ¢ Cuales son las coordenadas del vector 2u y de 3u — 59?

2u =(10,-4,6) 3u —5v=(15+20,-6-10,9-5)=(35,-16,4)
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2. Ecuaciones de la recta en el espacio

Las rectas son variedades lineales de dimension 1 (1 pardmetro libre). Quedan
determinadas por:

a) Un punto de la recta y un vector paralelo a ésta (vector director de la recta)
b) Dos puntos no coincidentes de la recta.

Formas de expresar la recta en el espacio:
1. Forma vectorial y cartesiana
2. Paramétricas
3. Ecuacion continua

4. Ecuacién general o como interseccion de dos planos.

2.1. Ecuacion vectorial:

Sea P,(x,, yo,zo) un punto cualquiera de la recta, y con vector director (todo vector

paralelo a larecta) v = (v,,v ,v.) . La ecuacion vectorial de la recta es:

fc:ﬁzO_Rﬁ/l-\?, 0 (x’y’z):(XO’yO’ZO)-"l'(VX’Vy’Vz) con A€ R (parametro libre}).

z
Zgy [ -
_ Vi r
-2v,
(X,y.2 —
o <z
¥o
y

Ejemplo del punto de la recta (x,y,x) cuando A=-2

2.2. Ecuaciones paramétricas:

Partiendo de la ecuacion vectorial, operando e igualando coordenada a coordenada,

x=xy+A4-v,
r:i9y=y,+4-v, AeR (pardmetro libre)

z=z,+A-v,
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2.3. Ecuacion en forma continua:

Despejando A de las tres ecuaciones paramétricas e igualando, se obtiene la forma

X=Xy Y=Yy Z—2,

v v 1%

X y z

continua de la recta. |7 :

Nota: cuando alguna o algunas de las coordenadas del vector director de la recta son
nulas, la forma de representar la ecuacion en continua se modifica para no dividir entre

0. Para ver como se modifica veamos el siguiente ejemplo: P(1,-4,3), v=(1,-2,0)

2.4. Ecuacion general o como interseccion de dos planos:

Partiendo de la ecuacidon en forma continua, se resuelven las dos ecuaciones:

{Vy(x—xo):vx(y_yo): {Ax +By =D

% (x—xo)zvx(z—zo) A'x +C'z =D

z

Como se vera en el apartado siguiente, se corresponde con las ecuaciones de 2 planos
que se cortan en esta recta. Se cumple que el vector director de la recta es perpendicular
de los vectores directores de los dos planos, y se obtiene con el producto vectorial de los
vectores cuyas coordenadas son los coeficientes que multiplican a x, y, z de los dos

planos:
v=(4,B,0)x(4',0,C") =(BC'-0-0,0-.4— AC', 4-0 - BA")

Como veremos existen infinitas parejas de planos cuya interseccion es la misma recta.

2.5. Caso particular, conocido dos puntos de la recta:

Sean A(x,, yo,zo) y B(x1 , yl,zl) dos puntos por los que pasa la recta. El vector director
de la recta es ¥ = (x, —x,, 7, — ¥,,2, —2,). Con el punto 4 y el vector director v se
puede escribir de cualquier forma la recta. Por ejemplo, la forma continua:

X=Xy _ V=X _ 275

Xy =Xy V1= Vo 2172

. x+3y—-z=2 ) .y
Ejemplo: Dada la recta en forma de interseccion de dos planos,
2x+y+z=1

determina el vector director de la misma y un punto.
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Vamos a expresar la recta en paramétricas, para ello tenemos que expresar dos variables
en funcidn de otra variable, podemos hacerlo por sustitucion, igualaciéon o reduccion:

=x+3y-2 _
PN e yo2=l-2v—y D> rady—3=0> dx=_—PF3__ 4 15
z=1-2x—y 3 3

z= _T4y +1+3y-2>z= S?y —1. Los valores de x, z son ciertos para cualquier valor

de y. Llamando a y=A obtendremos la recta en paramétricas:

4
le_g/l x=1-44
riy=4 ) > r:9y =34
z:—1+§/1 z=-14+54

Asi el vector director es (_74,1%} 0 uno proporcional: (— 4,3,5). Un punto de la misma
es, por ejemplo, A(1,0,—1) que se obtiene haciendo que A=0.

Comprobemos que el vector director es igual al producto vectorial de los vectores
normales de los dos planos: (1,3,-1) x (2,1,1)=(3+1,-2-1,1-3-2)=(4,-3,-5), que es
proporcional a (—4,3,5)

Otras 2 formas de obtener la ecuacion en paramétricas son:

1) Calculando 2 puntos de la recta. Los puntos de la recta se obtienen resolviendo el
sistema fijando un valor de x (o cualquiera de las variables).

2) Calculando un punto de la recta (de la forma indicada en 1) y el vector director

mediante el producto vectorial de los vectores normales de los planos -
v=(A,B,C) x(A’,B’,C)

\ 4

>
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Grafica de la recta como interseccion por dos planos:

Ejercicio 3.- Expresa todas las ecuaciones de la recta, en todas sus formas posibles,
sabiendo que pasa por el punto Py (1,-2,5) y tiene como vector director ¥=(3,1,-2)

- Ecuacion vectorial (x,y,z)=(1,-2,5)+A(3,1,-2)

x=1+34
- Paramétricas: < y =-2+ A1
z=5-21

x-1_ y+2 z-5
1 -2

- En forma continua:

x=3y=17
- General:
2x+3z=17

Ejercicio 4.- Expresa la ecuacion de la recta en todas sus formas posibles, sabiendo que
pasa por el punto Py(1,-2,5) y por el punto P;(-2,1,0).

A partir de los dos puntos podemos obtener un vector. Cogemos el punto Py, y el vector
P P, =(-3,3,-5).

- Ecuacion vectorial (x,y,2)=(1,-2,5)+A\(-3,3,-5)

x=1-34
- Paramétricas: { y =-2+34
z=5-54
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x-1_ y+2 z-5
-3 3 -5

- En forma continua:

x+y=-1

-General o interseccion de dos planos:
5x—-3z=-10

. 2x+y+z=2(1
Ejercicio 5.- Hallar las ecuaciones de la recta { rryrz (1)

x—y—2z=1(2) en parametrica y

continua.

En forma paramétrica: resolvemos el sistema (compatible indeterminado) en funcion de
la variable x:

(H+Q2) => 3x-z=3 > z=-3+3x

Sustituyendo en (1) y=5-5x.Llamando x=A, la ecuacion en paramétricas es:

x=A
r:q y=5-54
z=-3+31

Un punto de la recta es cuando A=0; P=(0,5,3), y un vector director es v = (1,—5,3)

Ejercicio 6.- Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1,2,3) y tiene como
vector director ¥ = (6, 5,4). Obtener 6 puntos que pertenezcan a la misma recta:

Ecuacion vectorial (x,y,z)=(1+6A,2+51,3+41)

Seis puntos:

A=0 | (1,2,3)
=1 | (7,7.7)
A=-1 | (-5,-3,-1)

A=2 | (13,12,11)

A=-2 | (-11,-8,-5)

Ejercicio 7. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(1,1,0) y Q(1,0,1)
% = PQ=(0,—11) . Ecuacién vectorial (x,y,z)=(1,1-A,1)
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Ejercicio 8.- Estudia si los puntos A(3,-4,2), B(1,2,3) y C(-1,4,6) estan alineados
x=3 y+4 z-2
1-3 2+4 3-2
alineado si pertenece a la recta, es decir, si se cumple la siguiente igualdad:
-1-3 4+4 6-2
# #

-3 2+4 3-2

pasa por A y B, y por lo tanto, no estan alineados.

La ecuacion de la recta que pasa por A 'y B es . El punto C estara

. Como la igualdad no es cierta, C no pertenece a la recta que

Conclusion: 3 puntos estan alineados si  se cumple la igualdad:

NTX _ N T _ A TS

Xy =Xy WV —)Vs 21723

Ejercicio 9.-Una recta pasa por el punto P(3,1,2) y es paralela al vector v=(1,-2,3).
Comprueba que los puntos (4,-1,5), (2,3-1), (6,7,4), (0,1,3) y (6,-5,11) pertenecen a esta
recta
x-3 y-1 z-2

-2 3
Los demas puntos perteneceran a la recta si sustituyendo los valores de x, y, z de los
puntos en la anterior igualdad, ésta se cumple, comprobémoslo:

4-3 —1-1_5-2 2-3 3-1_-1-2

Veamos la ecuacion de la recta en continuas:

4,-1,5)> ertenece, (2,3,-1)> = ertenece,

(419> 2= =" p 231> 5= p

(6,7,4)> 6-3 * 7-1 #* 4-2 no pertenece, (0,1,3)> 0-3 * -1 * 3-2 no pertence
1 -2 3 1 -2 3

(6,-5,11)> 6;3 = _5;1 = 113_2 pertenece.

Ejercicio 10.- Expresar las siguientes recta en todas las formas que conozcas
2) x—=2 _ y=3 _ z—4
1 -1 3

Un punto es P(2,2,4) y el vector director v = (1,—-1,3) 2

- Ecuacion vectorial (X,y,z)=(2+A,2-A,4+3))

x=2+4+A4
- Paramétricas ¢ y=2—-A41
z=4+34

x=2 y-2 z-4
-1 3

- Continua:

. ., _x+2:y—2 y+x:4
- General o interseccion de dos planos: —
3x—-6=z—-4 3x—z=2
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-y=3z=1
b x—y-3z
x=3y+z=5

Vamos a ver un método distinto al visto en la teoria. Buscamos dos puntos de la recta y,
a partir de los mismos, obtenemos las ecuaciones paramétricas y vectoriales.

Cy=3z=0

Ejemplos: six=1 > >~ "\ y=6/5,2=2/5. P(1,-6/5,2/5)
-3y+z=4
—-y-3z=1

si x=0 > } y=-8/5,z=1/5  Q(0,-8/5,1/5)

-3y+z=5
P =(1-0,-6/5+8/52/5-1/5)=(1,2/5,1/5)> (5,2,1)
- Ecuacion vectorial (X,y,z)=(1+5A,-6/5+2A,2/5+\)

x=1+51
- Paramétricas |, = /5424
z=2/5+1
- Continua: x—1:y+6/5:z—2/5
2 1
x=2+t
¢) 3 y=1—t 2 Un punto es P(2,1,3) y un vector v = (1,—1,2)
z=3+2t

- Vectorial: (x,y,z)=(2+A,1-A,3+24)

- Continua x=2 = y-1 = z-3
1 -1 2

) ., -x+2=y-1 y+x=3
- General o interseccion de dos planos: o
2x—4=z-3 2x—z=1

Ejercicio 11.- Determinar el valor de m y n sabiendo que los puntos (1,2,0), (2,3,1) y
(m,1,n) estan alineados

l-m 2-1 0-n

1-2 2-3 0-1 9{—1=—1+m9 m=0
n=-1 n=-1

Ejercicio 12.- Halla las ecuaciones de las medianas del tridngulo de vértices A(1,1,1),
B(3.5,7) y C(0,3,0)

Calculemos la mediana del vértice C (el resto de medianas se hacen de igual forma):

M_=punto medio AB= (l ; 3 , ! -'2_ > , ! ; 7) =(2,3,4).

La mediana del punto C pasa por C(0,3,0) y M.(2,3,4):
D =MC= (2-0,3-3,4-0)=(2,0,4) 2> r:(x,y,2)=(0,3,0)+A(2,0,4)
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3. Ecuaciones del plano.

Un plano [] es una variedad lineal de dos dimensiones, y queda determinado por:
a) Un punto Py(Xo,y0,Z0) y un vector perpendicular al plano 7,;=(A,B,C)
b) Un punto  Po(xo,y0,.z0) y 2  vectores paralelos al plano
v=(v,,v,,v.), i =(u,,u,,u_) no proporcionales. riy=vXu
c) Tres puntos no coolineales Po(X0,¥0,20), Pi(X1,y1,21), P2(X2,¥2,22).
v=PP, ii=P,P,

Veamos las tres formas de representar un plano en el espacio:

3.1. Ecuacion vectorial

La ecuacion vectorial de un plano que pasa por un punto Py=(x,y0,Z0) y tiene 2 vectores
paralelos al plano v=(v,,v,,v.), ¥ =(u,,u,,u_ ) no proporcionales es:

ﬁ:ﬁz(x,y,z)=ﬁ+l§+,uﬁ:(xo,yo,zo)-l-ﬂ(vx,vy,vz)+,u(ux,uy,uz)

3.2. Ecuaciones paramétricas

Consiste en separar la ecuacion vectorial en coordenadas

X=x,+Av, +uu,
T3y =y,+Av, +uu,

z=z,+ AV, +uu,

3.3. Ecuacidn general o implicita

Eliminando A y W de dos de las tres ecuaciones de las paramétricas y sustituyendo en la
tercera ecuacion, obtenemos la ecuacion general: Ax+By+Cz=D. Esta ecuacion se
obtiene de desarrollar el siguiente determinante:

X=X, v, u,
r=\y-=y, v, u,=0

Z—=2z, Vv, U

z z

Otra forma es obtener A, B, y C, que son las coordenadas de un vector perpendicular
vXu =(A4,B,C). Conociendo A, B y C podemos obtener D obligando a que el punto

Po(X0, yo, Zo) pertenezca al plano: Axy+Byy+Czy=D.
Para conocer D también podemos calcularla a partir de la ecuacion

T A-(x-X0)*+B(y-y0)+C-(z-29)=0
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Grafica de un plano, sus vectores directores y vector normal:

<

3.4. Caso particular conociendo tres puntos del plano

A partir de tres puntos no colineales del plano, podemos obtener la ecuacion de la
siguiente forma: Dejamos un punto fijo y obtenemos los dos vectores directores con

origen el punto fijado y extremos los otros dos.

Si los puntos son Py, P; y P> un punto del plano es Py, y dos vectores directores v =
P,P, y 4 = PyP, . También podemos obtener el vector normal al plano 7, = (A,B,C) =

P,P, X P,P,

Ejemplos:

1.

40

Expresar las ecuaciones del plano determinado por los puntos Py(1,2,3) y los

vectores directores v=(1,0,1) y u=(1,1,0):

- Vectorial: T : (x,y,2)=(1,2,3)+A(1,0,1)+u(1,1,0)

x=1+A+u
- Paramétrica m:< y =2+ u
z=3+A1
x—1 1 1
- General: [y—2 1 0/=0-> m x-y-z+4=0
z=3 0 1

Otra forma v xii=(1,0,1)x(1,1,0)=(-1,1,1)=(A,B,C) = m:-x+y+z+D=0
Pasa por Py(1,2,3) 2 -1+2+3+D=0 - D=-4 > n:-x+y+z-4=0
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2. Hallar las ecuaciones del plano que pasan por los puntos A(3,2,-1), B(0,-2,5) y
C(-2,4,-1).

Lo primero es obtener dos vectores directores. Dejaremos fijo el punto A(3,2,-1)
yasiy = AB =(-3,-4,6) y % = AC = (=5,2,0).
- Vectorial 7 (x,y,2)=(3,2,-1)+A(-3,-4,6)+(-5,2,0)
x=3-31-5u
- Paramétricas T:3 y = 2 - 44 + 2
z=-1+64

x-3 -3 =5
- Implicita o general: T:|y -2 -4 2 |=6x+15y+132z2-35=0
z+1 6 0

3. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (0,0,1) y es perpendicular a la
x—-2 y+5 _ Z—3.
I T

recta r:

Tenemos que el vector director de la recta es (3,1,-1), que es igual al vector
normal del plano 7n; =(3,1,-1). Luego el plano tendra por ecuacion general la
siguiente expresion:

3x+y-z+D=0. Como pasa por (0,0,1)=> 0+0-1+D=0-> D=1 y la ecuacion general
del plano es m: 3x+y-z+1=0

Para ponerlo en paramétricas despejamos una variable en funcién de las otras
dos: z=3x+y+1, llamando x=A e y=l1 obtenemos la ecuacion en paramétricas:

x=A
T.y=H
z=1+31+pu

Luego dos vectores directores son u =(1,0,3) y v =(0,1,1) (se cumple que
u xv = (=3,—-1,1) que es proporcional a n;; =(3,1,-1).

4. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos P(0,1,-2), Q(2,-1,1) y tiene
como vector director u =(1,0,3) Hallar otros dos puntos

Podemos obtener el segundo vector director a partir de los dos puntos ¥ = PQ=
=(2,-2,3) . De esta forma la ecuacion vectorial es:

T (x,y,2)= (0,1,-2)+A(1,0,3)+1(2,-2,3).
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Los puntos se obtienen dando valores a A y W. Ejemplos:

(A=1, u=0)-> (1,1,1); (A=0, p=1)=> (2,-1,1)

Ejercicio 13.- Halla la ecuacion de los planos determinados por las siguientes
condiciones:

a) Plano que pasa por el punto P(2,-3,5) y tiene como vectores directores i = (1,1,2) y
v=(3,-21)

T (X,y,2)=(2,-3,5)+A(1,1,2)+u(3,-2,1)

b) Plano que pasa por los puntos P(3,-1,0) y Q(1,-1,3) y contiene al vector ¥ = (1,2,3)
7: (X,y,2)=(3,-1,0)+A(1-3,-1+1,3-0)+u(1,2,3)= (3,-1,0)+A(-2,0,3)+(1,2,3)

¢) Plano que pasa por los puntos A(1,2,3), B(-1,0,2), C(2,-1,0)

7 (X,¥,2)=(1,2,3)+A(-2,-2-1)+u(1,-3,-3)

Ejercicio 14.- Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(2,-4,0) y contiene a

xX—2 y—2 z—4
larectar:— = — = —
1 -1 3

Si contiene a la recta, el vector director de la misma es vector director del plano, pero
todavia nos faltaria otro vector director. Podemos tomar un punto de la recta y formar
otro vector director con el otro punto que nos dan (no podemos hacer lo mismo con dos
puntos de la recta ya que seria un vector director proporcional al otro vector de la recta).

v =(1,-1,3)
Q(2,2,4) > i = PQ=(0,6,4)
Con esto la ecuacion del plano sera (x,y,z)=(2,-4,0)+A(1,-1,3)+1(0,6,4)

Ejercicio 15.- Escribir las ecuaciones paramétricas del plano m: 3x-y+2z=10

7. 3x-y+2z=10. Tenemos que resolver la ecuacion, es decir, poner una variable en
funcion de las otras dos: y=3x+2z-10. x=A, z=:

x=A
n:qy=31+2u-10
z=U
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iercici J x=y+z=4 X3 _yHl_
Ejercicio 16.- Prueba que la recta r'{3x+3y+72=6 y si/— =7 -

representan a la misma recta

Vamos a poner una expresiones en forma paramétricas y obtener 2 puntos, y si estos
pertenecen a la otra recta, seran la misma recta.

x=3+541
s:ay=—1+24
z=-34

Veamos si hay dos puntos iguales en las dos rectas:

A=0 = (3,-1,0) % = 12+1 = %, pertenece a las dos rectas

A=1-> (8,1,-3) % = % = _—i , pertenece a las dos rectas

Luego son la misma recta.

x=3-5¢t
3Ix—y+z=0
Ejercicio 17.- Sean las recta{ rry=1+2t {y s: xx+ 2;11 _; P

z=3
ecuacion del plano que pasa por r y es paralelo a s. Hallar la interseccion de este
plano con los ejes coordenados.

Halla la

Podemos obtener dos vectores directores a partir de las dos rectas, y el punto del
plano ser un punto de r:

De la primera recta tenemos el vector director (-5,2,0) y el punto (3,1,3).

De la segunda recta podemos hallar el vector director a partir del producto vectorial
de los vectores normales a los planos que la intersectan:

(3,-1,1)x(1,2,-1)=(-1,4,7)
La ecuacion vectorial es entonces T (X,y,z)=(3,1,3)+A(-5,2,0)+u(-1,4,7)

Para ver la interseccion con los ejes pongamos la ecuacion en forma algebraica:

x=3 =5 -1
r=ly-1 2 4|=0->7r=14x+35y-182z+49=0
z=3 0 7
Corte eje X (y=2z=0)-> x=-49/14 (-49/14,0,0)
Corte ¢je Y (x=z=0)> y=-49/35 (0,-49/35,0)
Corte eje Z (x=y=0)—> z=49/18 (0,0,49/18)
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Ejercicio 18.- Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuacion
x-1 __y-1 __z

rE——==-=Tyes paralela a la recta que pasa por los puntos R(2,0,0) y
S(0,1,0)
La recta rExT_I:yT_I:§ pasa por P(1,1,0) y v=(,21) que son,

respectivamente, un punto y un vector director del plano.
El plano es paralelo al vector que pasa por los punto R(2,0,0) y S(0,1,0). Luego otro

vector director del plano es el que une los dos puntos RS=ii = (—2,1,0).

A partir de los datos anteriores tenemos que el plano vendra definido por la
siguiente ecuacion en paramétricas:

\Kﬁk\
x=1+A-2u

N=<y=1+24+u <>
u
z=A
Ejercicio 19.-Dados el plano m:2x-3y+z=0 y la rectar = xT_l = y__—lz = Z;'—l halla la

ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular a

x—=1 _ y-2 z+1
1 -1

un punto y un vector director de la recta r y del plano que buscamos. Por otro lado el

vector normal al plano [, 7#, =(2,-3,1), es un vector director del plano que

r pasa por P(1,2,-1) y v =(1,—1,2) que son respectivamente

buscamos []’, pues este vector es paralelo al plano []’. Luego otro vector director
del plano que buscamos es u =1, =(2,-3,1). A partir de estos datos tenemos que la

ecuacion del plano en paramétricas.
x=1+A+2u

M=3 y=2-1-3u
z==1+21+pu

Sy

v

| o
<

N
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4. Posiciones relativas

4.1. Dos planos

Sean dos planos [[ y [T’ de ecuaciones generales:

[I=Ax+By+CZ=D

[I'=A’x+B’y+C’Z=D’
Analizar las posiciones relativas de estos planos consiste en ver si se cortan, son
paralelos o coincidentes. Podemos realizar el estudio a partir del teorema de Rouche-

Frobenius, estudiando el rango de A, matriz de los coeficientes del sistema, y de A*,
matriz de la ampliada del mismo sistema.

A B C . (A4 B C D
A: A =
(A’ B C'] (A’ B C D'J

Segun los rangos tenemos los casos siguientes:

rang(A) | rang(A*) | Soluciones Posicion relativa Relacion coeficientes
| | Infinitas Coincidentes, [I=[T’ 4_B_C_D
2 parametros libre | (2 parametros libres) A B C D
Infinitas Se cortan en una recta A B 4 C
2 2 : : A LA s
1 parametro libre | (1 pardmetro libre) A" B 4 C
A B C D
1 2 No solucion Son planos paralelos —=—=—#%—
A B C D

a) Coincidentes

7
L

b) Se cortan en una recta

c) Paralelos
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Ejemplo: Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:
a) [l=x+y-2z+2=0
[ 1= 2x+2y-4z+5=0

Son paralelos pues 1_1_-2.2 y, por lo tanto, el rang(A)=1 y rang(A")=2
5

2 2 -4
b) Tl=x-2y+tz=0
[I= x-2y-z-3=0

Se cortan en una recta pues % * il y por tanto rang(A)Zrang(A*)ZZ. La ecuacion de

x=2y+z=0

larectaes r =
x—=2y—z=3

4.2. Posicion relativa de tres planos

Sean tres planos [, [I” y [T’ cuyas ecuaciones generales son las siguientes:
[I=Ax+By+CZ=D
[I’'=A’x+B’y+C’Z=D’
[I’'=A"x+B’y+C*’z=D’

Para estudiar las posiciones relativas de estos tres planos aplicamos el teorema de
Rouche-Froubenius para el sistema, siendo A y A las siguientes matrices:

A B C A B C D
A=A B C'| A =|4 B C D
A! Bv C! AH BH CH DH

Segun los rangos tenemos los casos siguientes:

rang(A) | rang(A*) | Soluciones Posicion relativa
| | Infinitas a) Los 3 coincidentes [[=[]'=]]""
2 parametros libre | (2 parametros libres)
5 5 Infinitas b) Se cortan los 3 en una recta o
1 parametro libre ¢) 2 coincidentes y el 3° les corta (*)
) d) Son planos paralelos o
1 2 No solucion o
e) dos paralelos y otro coincidente(**)
) f) Los planos se cortan 2 a dos o
2 3 No solucion
g) dos o son paralelos y el otro les corta (***)
3 3 Solucién tnica h) Son planos secantes en un punto

46 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU




Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

(*) se comprueba si dos de ellos son coincidentes, es decir, si sus coeficentes y el térmno independiente
resulta ser proporcionales.

(**) Se comprueba a partir de los coeficientes de los planos si son todos paralelos, o si alguno es
coincidente a otro (dos ecuaciones proporcionales).

(***) Se comprueba a partir de los coeficientes si dos de ellos son paralelos o no.

a) Coincidentes en un plano /@/
/ _

b) Se cortan en una recta

¢) Dos coincidentes y el otro les corta // /

d) Tres planos paralelos

e) Dos coincidentes y el otro paralelo

Z

e
~—
/) Se cortan dos a dos %

_—7
L7
77

L

L

g) Dos paralelos y el otro secante

h) Secantes en un punto
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Ejemplo: Estudia la posicion relativa de los siguientes tres planos

M=x-y+z=0 1 -1 1 1 -1 1 0
a) {II'=3x+2y-2z=1 A=|3 2 -2|4 =3 2 -2 1
M"=5x=1 5 0 0 5 0 0 1

rang(A)=2 rang(A’)=2.

Ademas ningln plano es coincidente con otro (no son proporcionales los coeficientes),
luego son tres planos coincidentes en una recta cuya ecuacion en forma general:

{x—y+z=0
ryr =

Sx=1
[M=x+3y-2z=0 1 3 =2 1 3 -2 0
b){II'=2x-y+2z=0 A=|2 -1 1|4 =2 -1 1 0
M=4x-5y-3z=0 4 -5 -3 4 -5 -3 0

rang(A)=rang(A*)=3 —> cortan en un punto.

Para ver el punto debemos resolver el sistema. Si nos fijamos bien tenemos un sistema
homogeneo, luego la solucion es x=y=z=0, es decir, los tres planos se cortan en el
origen (0,0,0)

M=x+3y-2z=1 1 3 -2 1 3 -2 1
c){ MI'=2x—y+z=1 A=l2 -1 1 |4 =[2 -1 1 1
M"=3x+2y-z=-2 3 2 -1 32 -1 =2

rang(A)=2, rang(A*)=3.

No tienen puntos en comun. Pueden ser dos casos, o se cortan dos a dos o dos son
paralelos y el otro corta a los otros dos. En este caso como los coeficientes de x, y, z no
son proporcionales en ninguna pareja de planos, entonces no son paralelos y por lo tanto
se cortan dos a dos.

4.3. Posicion relativa de una recta y un plano

Consideremos la recta expresada como interseccion de dos planos, y el plano de forma
implicita:

Ax+By+Cz=D,
r =
A,x+B,y+C,z=D,

T=Ax+By+Cz+ D=0

Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
A=|4, B, C,|ydAd =|4, B, C, D,
A4 B C A B C D
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Haciendo uso del teorema de Rouche-Rrobenius, y estudiando el rango de A y de A™,
tendremos las siguientes posiciones relativas

rang(A) | rang(A*) | Soluciones Posicion relativa
Infinitas

2 2 ) La recta contenida en el plano
1 parametro libre

2 3 No solucion Recta y plano son paralelos

3 3 1 solucion Se cortan en un punto

Nota: no puede ocurrir que rang(A)=1, pues entonces los dos planos que definen la

recta r seria paralelos o coincidentes, y por tanto no describiran tal recta.

a) Recta contenida en el plano _——

b) Recta y plano son paralelos

¢) Se cortan en un punto ﬁ

Ejemplos
a)
2x—y=3 2 -1 0 2 -1 0 3
Y s—s21 A=[1 0 -1| A4=|1 0 -1 1
M:x+y-3z=1 11 -3 11 -3 1

rang(A)=2y rang(A*)=3 —> son paralelos

b)
3x—5z=3 3 0 =5 3 0 -5 3
"V .20 A= 0 1| 4=l0 0o 1 0
I[I:5x-7y=-3 5 =7 0 5 -7 0 -3

rang(A)=rang(A*)=3 —> se corta en un punto

Resolviendo el sistema tenemos que x=1, y=8/7 z=0. Luego el punto interseccion es
P(1,8/7,0)
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4.4, Posicion relativa de dos rectas

Considerando dos rectas expresadas en forma general, como interseccion de dos planos:

Ax+By+Cz+=D,
v

"4 x+B,y+Cz=D'
{A2x+32y+C22+:D2

r

A, x+B,y+C,z=D",
Las posiciones relativas de dos rectas en el espacio pueden ser las siguientes, segin el
valor del rango de A yde A
Al Bl CYl Al Bl Cl Dl
A= A'I B'Z C'Z yA*= A'I B'l C'l D'l
A2 BZ C2 A2 B2 CZ D2

4, B, (', A, B, C', D,
rang(A) | rang(A*) Soluciones Posicion relativa
Infinitas o
2 2 ) Los 2 rectas son coincidentes
1 parametro libre
2 3 No solucion Son paralelas
3 3 1 solucion Se cortan en un punto
3 4 No solucion Se cruzan en el espacio

Otra forma de ver su posicion relativa mas sencillamente, es a partir de estudiar el rango
de los siguientes 3 vectores:

v =(Vx,Vy,V) vector director de la recta 1,

u= U,U,u.) vector director de la rectar,

P—Q>=(wx,wy,wz) vector que une un punto P de r; con otro Q de r;

rang(v,u) | rang(V,u, P_Q ) Soluciones Posicion relativa
Infinitas o
1 1 ) ) Los 2 rectas son coincidentes
1 parametro libre
1 2 No solucion Son paralelas
2 2 1 soluciéon Se cortan en un punto
2 3 No solucion Se cruzan en el espacio
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a) Coincidentes /
b) Paralelas /

el

¢) Se cortan en un punto

d) Se cruzan \/
/

Ejemplos: Estudia las posiciones relativas de las siguientes dos rectas
a)
fx=y+z=0 1 1
x=2y+z=0 1 1
7
1 1

0
3
0
x=2y—z=3 3

rang(A)=rang(A*)=3, se cortan en un punto. Estudiando la soluciéon por Cramer

(eliminando 1 ecuacién) es x=3/2, y=0, z=-3/2. Luego el punto de corte es R(3/2,0,-3/2).

Vamos a hacerlo a partir de la ecuacion en paramétricas:

x=A
r > y=3-2x, z=3-2x-x=3-3x> < y=3-24 2> P(0,3,3), u=(1,-2,-3)
z=3-34
x=3/2+2u
r,=> restando las 2 ecuaciones z=-3/2,x=3/2+2y< y=u Q(3/2,0,-3/2), v=(2,1,0)
z=-3/2

Veamos la relacion de incidencia a partir de lo siguientes rangos:

I 2 1 2 1/2
rang(u,v )=rang| —2 1 |=2 rang(u,v,PQ)=rang| -2 1 2 |=2
-3 0 -3 0 3/2
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El punto de corte se hace igualando X, y, z de las dos rectas:
(1) A=3/2+2n
(2) 3-2A=u > De (3) A=3/2, sustituyendo en (1) 0 en (2) u=0
(3) 3-3A=-3/2

Luego sustituyendo A enr; o W enr, = x=3/2, y=0, z=-3-> R(3/2,0,-3/2)

b) Las rectas:

x=-1434
rn=3y=3+41 rzzxg22y54222—06
z=—4+104

de larectar;> P(-1,3,-4), u = (3,1,10)
de la recta r,=> Q(2,4,6), v =(6,2,20)

Estudiando los rangos obtenemos la relacion afin de ambas rectas:

3 6 3 6 3
rang(u,v)=rang| 1 2 |=Il,rang(u,v,PQ)=rang| 1 2 1 |=1 - misma recta.
10 20 10 20 10

Ejercicio 20.- Determinar la posicion relativa de las rectas r: x=-y=-z y s: z=2,

y=x+2
r:=2> v =(1,-1,-1), P(0,0,0)
x=4
s=qy=4A+2 2> u=(,10), 0(-2,0,2)
z=2
P_Q): (_29()’2)
I 1
rang (u,v)=rang| —1 1 |=2
-1 0
1 1 -2
rang(ﬁ,ﬁ,?Q) =-11 0 |=3
-1 0 =2

Si rang (u,v) =2 y rang(u,v, PQ )=3, entonces las dos rectas se cruzan.
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Ejercicio 21.- Determinar el valor de m y de n para que los planos que tienen como
2x—y+z=3
ecuacionesy X —y +z =2 se corten en una recta.
3X—y—mz=n

2 -1 1 2 -1 1 3
A=|1 -1 1 |yd =1 -1 1 2
3 -1 —m 3 -1 —-m n

Estudiar la posicion relativa de los tres planos no es sencillo al haber dos parametros, lo
que si es mas facil es obligar a que los tres planos se corten en una recta:

rang(A)=rang(A*)=2 y que ningln plano sea coincidente.
rang(A)=2 2 |AFm+1=0 2> m=-1

rang(A*)=2 entonces se tienen que anular todos los menores de orden 3 (con m=1):

2 -1 3 21 3 3 -1 1
1 -1 2[=4-n=0->n=4 |1 1 2/I=4+n=0->n=4 2 -1 1=0
3 -1 n 31 n n -1 1

Luego, si n=4, todos los menores de orden tres se anulan, y por lo tanto rang(A")=2.

.. x—1 +8  z-2
Ejercicio 22.- Sea la recta n—= yT ==

P(1,0,4), obtén una recta s que sea paralela a r y que pase por el punto P. Calcula la
interseccion entre s y .

, el plano m: 2x-y+3z=1 y el punto

a) El vector director de la recta buscada es el mismo que r al ser paralelas v =(2,3,5),y
como pasa por el punto P(1,0,4) = s: (x,y,2)=(1,0,4)+A(2,3,5).

b) Veamos la interseccion con el plano m:2x-y+3z=1. Sustituyendo en la ecuacion de ©
las ecuaciones en paramétricas de la recta tendremos el valor de A, a partir del cual
podemos obtener el punto de corte:

2(1+20)-3A+3(4+50)=1 > 16A=-13 > A=-13/16 >
x0=1+2(-13/16)=-5/8

yo=3(-13/16)=-39/16

zo=4+5(-13/16)=-1/16

Luego el punto de corte es (-5/8,-39/16,-1/16)
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x—y—3z=1

Ejercicio 23.- Hallar la ecuacion del plano que contiene a las rectas iy 3y +z=5

'fo +3y—z=1
Y 3 x - y+3z=4
Tenemos 3 posibilidades:

1. Son paralelas: tomamos el vector director de una de las rectas (que son
proporcionales) y obtenemos el otro vector director del plano a partir de dos
puntos, uno de cada recta.

2. Se cortan, los vectores directores de las dos rectas no son proporcionales, y por
lo tanto son los dos vectores directores del plano buscado.

3. Se cruzan, y entonces no existe ningun plano que pase por las dos rectas

Para ver en cudl de las 3 situaciones nos encontramos estudiemos el rango de los dos
vectores directores y de los mismos y el vector que se obtiene de unir un punto de cada
recta. Para ver los vectores directores de las rectas y alguno de sus puntos pasemos las
ecuaciones a paramétricas:

r—> restando las dos ecuaciones (1)-(2) 2y-4z=-4 - z=y/2+1. Sustituyendo en (1)
x=1+y+3(y/2+1)=4+5/2y. De esta forma r en paramétricas

5
x=4+=1
2 5.1
Kyy= l %‘7 = (_515_) = (55251)9 P(49051)
a1 2772
z=—+1
2

s> (1)-2(2): 5y-7z=-7 z=5/Ty+1. sustituyendo en (2) x=4-3(5/7y+1)+y=-8/Ty+1

X = l—§/l
7 . 8 5
rdy=21 — i =(—=,1,2) = (=8,7,5), 0(1,0,])
777
51
z=—+1
7
PO = (-3,0,0)
rang (u,v) =2

rang (i1, v, PO) =3

Se cruzan y, entonces no hay ningiin plano que las contenga
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Ejercicio 24.-Halla las ecuaciones de la recta paralela a los planos x+y=1, x+z=0 y que
pasan por el punto P(2,0,0)

Hay dos opciones:

a) Los planos se cortan en una recta y la recta buscada es paralela a ésta:

7
L
/

b) Los dos planos son paralelos o coincidentes, entonces existen infinitas rectas que
pasan por el punto y son paralelas a los planos:

—

: 1 0
Estamos en el primer caso, ya que los planos se cortan (I ;tT); veamos el vector
director de la recta en la que se cortan, cuya ecuacion es:
x+y=1
r:
x+z=0
v=(1,1,0)x(1,0,1)=(1-1-0-0,0-1-1-1,1-0-1-1)=(1,-1,-1).

Conociendo el vector director de la recta s, v =(1,-1,-1) y un punto de la misma
P(2,0,0), la ecuacion de la recta en paramétricas viene dado por

S:(Xayaz)=( 25090)+)\‘(1 5'1 5" 1)
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Ejercicio 25.- Halla las ecuaciones de la recta que es paralela a la recta

{2x—y+z:0

x—y+2z=1 y pasa por el punto P(4,5,6)

Vamos a obtener las coordenadas del vector director de la recta, a partir de las
ecuaciones en paramétricas:

Restando las dos ecuaciones se nos va la variable y:

x-z=-1 = x=-1+z, sustituyendo en la 1* ecuacion tenemos y=2(-1+z)+z=-2+3z

x=—1+4
rily=-2431> v =(131).
z=A

Luego la ecuacion de la recta buscada tiene el mismo vector director (es paralela) y pasa
por el punto P:

s:(x,y,2)=(4,5,6)+A(1,3,1)

x—2y—2z=1

X+5y—2z=0 y el plano m:2x+y+mz=n, hallar m y

Ejercicio 26.- Siendo la recta r{

n de modo que

T:2x+y+mz=n
x=2y-2z=1
:{x+5y—z=0

a) r corte con T

rang(A)Zrang(A*)=3

-2 =2 1 -2 -2 1

5 —-1[,4=[1 5 -10

2 1 m 2 1 m n

1
A=|1

rang(A)=3 2 |A|F5m-2+4+20+1+2m=7m+23 =2 m=-23/7

rang(A*)=3 siempre que el rango de A sea 3, luego, para que se corten m#-23/7, VneR.

b) sean paralelos

Entonces rang(A*)=2 > m=-23/7 y rang(A")=3, es decir alguno de los menores ge orden
3 de la matriz A es distinto de cero. Veamos los valores de n que hacen rang(A )=3:

b2 b= b= 108
15 0=71=920> 0297 ; || 0 —1lep-220>029/7; [0 5 —1|=121—%0
23 7 2 7
2 1 2 n —— n 1 ——
7 7
- n#9/7.

Excepto cuando n=9/7 que se anulan los 3 menores el rango de A" es 3. Por esto, para
que r y T paralelas neR-{9/7} y m=-23/7
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Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

¢) r esté contenida en T

r esta contenido en T si rang(A)Zrang(A*)ZZ, lo que ocurre si m=-23/7 y n=9/7.

Ejercicio 27.- Halla la ecuacion del plano que pasa por P(0,0,1) y contiene a la recta r

. ‘{Sx —3y+2z=5
de ecuaciones r3
2x—y—z=1

Para obtener las ecuaciones del plano buscado tenemos que conseguir dos vectores
directores. Como la recta esta contenida en el plano el vector director de r es el vector
director de . Podemos obtener otro vector director uniendo el punto del plano P con un
punto cualquiera de la recta, siempre que P no pertenezca a dicha recta, ya que si asi
fuese este vector seria proporcional al primero.

Pasemos la recta a paramétricas (1)+2(2)2>9x-5y=7 = x=7/9+5/9y
Sustituyendo en (2) z=-1+2(7/9+5/9y)-y = z=5/9+1/9y

—Z+51
9 9 5 1
ryy=4 v=(=L-)=(59D, Q( 0, )
5 1 9 9
z==4+—-41
9 9

. == 4
u=PrPQ-= _707__ = 750:_4
0 (9 9) ( )

A partir de estos datos la ecuacion general del plano es :

x=0 5 7
T:y-0 9 0|=-36x+27y—-63z+63=0->n:4x-3y+7z=-7
z—=1 1 -4

Ejercicio 28.-Estudiar la posicion relativa de las siguientes rectas en funcién de m
5x —3y+2z=5 J x+y+z=1
" 2x—y—z=1 y x—2y+2z=m

Este ejercicio es equivalente al realizado en el tema 9 (sistemas de ecuaciones), sdlo que
tenemos que dar una interpretacion al resultado cuando las ecuaciones corresponden a
dos rectas.

10 -2 10 -2 1 m=-4 meR-{-4}
e 0o 1 -1 o o 1 -1 2 Rang(A) 3 3

1 1 1 1 1 1 .

1 -2 2 1 =2 2 m Rang(A) : 4
- rang(A)=3 Cortan en un punto | Se cruzan

- rang(A")=4 si |A" 20 > |A"[=4m+16£0 > m#-4.
Si m=4 rang(A*)=3.
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Resumen posiciones relativas

Unidad 12. Ecuaciones de la recta y el plano

POSICIONES RELATIVAS EN EL ESPACIO

2 PLANOS

T=Ax+By+Cz+D =0
T'=A'x+B'y+(C'z+D'=0

rangoM = rangoM * =1

Coincidentes

-

rangoM =1

Paralelos
rangoM * =2
rangoM = rangoM * =2 | Secantes

3 PLANOS

T=Ax+By+Cz+ D=0
T'=A'x+B'y+C'z+D'=0
7'=A"x+B"y+C"z+D"=0

rangoM = rangoM * =1

Coincidentes

Tl

2 coincidentes

rangoM =1 3 1 paralelo g
rangoM * =2
3 paralelos Q
f’angOM = }/‘angoM* — 2 SeCanteS en %
una recta

rangoM =2
rangoM* =3

2 paralelos y 1
secante

Secantes 2 a 2

rangoM = rangoM* =3

Secantes en un
punto

)

2 RECTAS

mngo(ﬁ,v):
= rango(ﬂ,V,FQ): 1

Coincidentes

rangol(i, \7) =1

_ Paralelas /
P 10 i,v)=
r{” yr {H rangO(u"}) — Secantes ><
7} v :mngo(ﬁ,V,PQ)=2
rangol\ii,v)=2 <
& ( ) _ Cruzadas /\
= rango(_’,f/’,PQ)Z 3
RECTA Y PLANO rangoM = rangoM*=2 | (prienida e [/
rangoM =2 Paralela al
x4 Byt Cae D —0 S
r= rangoM* =3 plano
A,x+B,y+C,z+D, =0
B 3 _ % _ 2 |Secante al
T=Ax+By+Cz+ D=0 rangoM = rangoM * =3 plano §
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

UNIDAD13.PRODUCTO ESCALAR, VECTORIAL Y MIXTO.
APLICACIONES

1. Producto escalar de dos vectores libres
1.1. Definicion
1.2. Interpretacion geométrica
1.3. Expresion analitica

2. Producto vectorial de dos vectores libres.
2.1. Definicion
2.2. Interpretacion geométrica
2.3. Expresion analitica

3. Producto mixto de 3 vectores libres
3.1. Definicion
3.2. Interpretacion geométrica
3.3. Expresion analitica

4. Aplicaciones
4.1. Aplicaciones con vectores
4.1.1. Moddulo y vector unitario
4.1.2. Angulo de dos vectores. Vectores perpendiculares
4.1.3. Vector normal a un plano y director de una recta
4.2. Angulo entre elementos del espacio
4.2.1. Angulo entre dos rectas
4.2.2. Angulo entre dos planos
4.2.3. Angulo ente un plano y una recta
4.3. Distancias entre elementos del espacio
4.3.1. Distancia entre dos puntos
4.3.2. Distancia de un punto a una recta
4.3.3. Distancia de un punto a un plano
4.3.4. Distancia de una recta a un plano
4.3.5. Distancia entre dos planos
4.3.6. Distancia entre dos rectas
4.4. Proyecciones
4.4.1. Proyeccion de un punto sobre un plano
4.4.2. Proyeccion de un punto sobre una recta
4.4.3. Proyeccion de una recta sobre un plano
4.5. Elementos simétricos
4.5.1. Simétrico de un punto respecto a otro punto
4.5.2. Simétrico de un punto respecto a un plano
4.5.3. Simétrico de un punto respecto a una recta
4.5.4. Simétrico de una recta respecto a un plano
4.6. Rectas que se apoyan sobre otras dos rectas
4.6.1. Se apoyan en las dos rectas y pasa por otro punto
4.6.2. Se apoyan en las dos rectas y son paralela a otra recta
4.7. Célculo de areas y volimenes
4.7.1. Area del paralelogramo y del triangulo
4.7.2. Volumen del paralelepipedo y el tetraedro.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Contexto con la P.A.U.

Este tema es la continuacion del anterior. Mientras que en el tema 12 se describen las
expresiones que identifican, puntos, rectas y planos, asi como las posiciones relativas,
en el tema que nos encontramos se estudia las relaciones métricas entre estos elementos.

Al final del tema se realizan los ejercicios del bloque de Geometria de los ultimos
examenes de la PAU.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

1. Producto escalar de dos vectores.
1.1. Definicién

En el curso anterior se estudi6 ya la definiciéon de producto escalar para vectores en el
plano, en éste lo extenderemos al espacio (si la tercera coordenada de los vectores es
nula podemos particularizar al producto escalar en el plano).

Definicion: El producto escalar de dos vectores libres v y w es un nimero real
(escalar) definido como:

v-w=|v||w]|cos (L(V,w)), donde:
= = 7 = e 2 2 2
- |v|y|w]son los médulos de los vectores (| v [=4/v; + v, +Vv_ )

- cos (Z(v,w)) es el coseno del angulo que forman los vectores v, w si se aplican
desde el mismo punto

Si recuerdas, en Fisica el trabajo realizado al desplazar una masa es igual al producto

escalar de la fuerza y el desplazamiento W= F d =F-d -cos(r)

w

El angulo que forman dos vectores (v, w)

es el que va del primero al segundo en el
sentido horario

Propiedades del producto escalar de dos vectores:

- El producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado del mddulo:
V-V =V ]|V |-cos (L(F,7))=V ||V |-cos(0)= | ¥

- El producto escalar es conmutativo
Vv w=w-v pues cos( L(V,w))=cos( L(w,V)) (pues LV, w)=360°L(w,V) y el
coseno cumple cos(a)=cos(360-a)

- El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores:
vi(wt+u)=vwtv u

- El producto escalar de dos vectores es nulo si y solo si son perpendiculares o
alguno de los vectores es cero:
vw=0€&€2>v Lw, Zw,v)=90°6270°6 v=0y/o w=0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

1.2. Interpretacion geométrica del producto escalar

Se puede relacionar geométricamente el producto escalar de dos vectores con la
proyeccion de un vector sobre el otro:

Vv'w = proy.(w)| v |= proy.(v):| w| donde :
- proy,(w) es el valor de la proyeccion de w sobre v

- proy,(v) es el valor de la proyeccion de v sobre w

Demostracion:

proy- =] FQ |=|V | cos(£(v,w)) multiplicando | w |

> ||| W cos(L(F, W)=V - W=|F | proy- (v)
proy-(v) W

1.3. Expresion analitica del producto escalar.

A partir de la propiedad distributiva del producto escalar y del producto escalar de los
vectores unitarios, podemos obtener la expresion analitica del producto escalar de dos
vectores cualesquiera. Veamos primero el producto escalar de los vectores unitarios:

ii =[1]|1]-cos(0) =1
=1||1]-cos(0) =1
=[1[-|1]|-cos(0)=1
i =ji=ik=ki=jk=kj=1]|1]cos(90) =0

i
kk

De esta manera el producto de dos vectores v =(v,,v,,v.)y w=(w,,w, w,) viene

definido analiticamente como:

<!

W=y ow o +v ow +v w,

Demostracion:

Viv=(vi + vy]' + vzlg) (w,i + wyj + wzlg) =

=v.i-(wi+ wy]' + wzlg) + vy]'-(wxz7 + wy] + wf) + vzlg-(wxzT + wy]' + wzlg) =Vew, HVW VW,
Ejemplos: (1,2,-1):(2,1,4)=1-2+2-1-1-4=0 - son perpendiculares

(1,1,1):(2,0,-1)=1-2+1-0+1-(-1)=1=|(1,1,1)]{(2,0,-1)|-cos(c)> 0= cos (Lj

NN
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

2. Producto vectorial de dos vectores

2.1. Definicién

Definicion: El producto vectorial de dos vectores libres v y w es otro vector que
designaremos como v X w y que se define a partir de las siguientes propiedades:

- médulo > |V x w=|V||w|sen( L (V,W))
- direccion = la perpendicular simultaneamente a v 'y w

- sentido > ¢l de avance a derechas de un sacacorchos girando de v a w (*)

(*) Sentido del producto vectorial

« Positiva o dextrogira * Negativa o levogira
o = 1
Vx W 7

>

v

YN
ATAR

=1

=l
¥ -
<l

=5
v

Propiedades del producto vectorial:
- El producto vectorial es anticonmutativo. El médulo y la direccién no cambian,

pero el sentido es el opuesto (ver regla sacacorchos).
(VXw)=—(wxV)
- El producto vectorial es distributivo con la suma:
UX(V+W)=UXV+UXw
- El producto vectorial es nulo siempre que se cumple una de las dos siguientes
condiciones:
a) uno de los dos vectores o los dos son nulos

b) son vectores paralelos £ (v, w)=0° ya que sen(0)=0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

2.2. Interpretacion geométrica del producto vectorial

Sean dos vectores v y w con origen comun. Si trasladamos el vector w sobre el

extremo de v yelde v sobre el extremo de w se forma un paralelogramo (ver figura)

Nt

h=|7 |-sen( (5.i))
2(5, ) -

»

w
El éarea del paralelogramo es | w |'h siendo h=| v |'sen( «m,w) ). Asi el area del

paralelogramo es igual al modulo del producto vectorial de los dos vectores que lo
forman

Aparalelogramos=| w || v |'Sen(£(\7,ﬂ/))=| VX W |

2.3.Expresion analitica del producto vectorial

Para calcular la expresion analitica del producto vectorial veamos el producto vectorial
de los vectores unitarios:

ixj=k jxi=-k
JXk =i kxj=—i . ;
kxi=j ixk=—j !

A partir de estos productos vectoriales y de la propiedad distributiva podemos calcular
de forma sencilla el producto vectorial de dos vectores v =(Vy,Vy,V,), W=(Wx,Wy,W,)

VX W=(vyi +Vyj v, k)X (Wyi +Wy] W,k )=vy Wi 0+ v wyk -vew, j -
-Vy Wy k + vy Wy.O+VyWZf +FVWy | -Vzwyf +v,. w,.0=
=(VyW, V,Wy) 1§ H( V,Wy -VW5) J + (Vi Wy-Vy'Wy) kK

Se puede calcular facilmente a partir del siguiente determinante:

i

Sy

<

X

Sy

Il

<
\<< ~.!

=
=
=
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

i
Ejemplo: (1,1,0)x(0,1,1)= |1
0

|
|

=4k =(1,-1))

—_ = L)
- O
1]
=~

3. Producto Mixto de 3 vectores.
3.1.Definicién

El producto mixto de tres vectores u,v,w es un valor numérico definido a partir del
producto vectorial y escalar.

Definicion: El producto mixto de 3 vectores, u#,v,w que se designa como [u,v,w], se

obtiene del producto escalar del primer vector por el vector resultante de multiplicar
vectorialmente los otros dos:

[id, v, w]=ii-(v x W)

Propiedades del producto mixto:

- Si permutamos dos vectores del producto mixto este cambia de signo:
i, v, w]=-[v,i,w]= - [W,v,ii| = — i, W, V]
- El producto mixto es distributivo respecto a la suma de vectores:
i + i, v, =] [i, v, w]+[a', v, w]
- [i,v,w]=0 si algn vector es nulo o son coplanarios (linealmente dependientes).

3.2. Interpretacion geométrica del producto mixto.

Consideremos los tres vectores u,v,w aplicados sobre el mismo origen, de manera que
formen un paralelepipedo (con sus proyecciones). Se cumple que el volumen del
paralelepipedo es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores que lo
forman

V paralelepipedo=aT€abase'h=| ¥ X W || i |-cos( L(@, v X w) }=l[i, v, W]
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

3.3. Expresion analitica del producto mixto

Aplicando la expresion analitica del producto vectorial y escalar de los apartados
anteriores, es facil ver como el producto mixto se puede poner a partir del siguiente

determinante:
u, u, u,
[u,v,w]= v, v, v,
w,ow, ow,

1 2 0
Ejemplo: [(1,2,0),(-1,-2,0),(0,1,0)]= |-1 =2 0/=0 son coplanarios, es
0 1 O

linealmente dependientes.

Ejercicio 1. Sean los vectores 4 = (2,—-5,3), ¥ = (4,—3,2) yw = (0,2,—-7)

a) Calcular los productos escalares entre los tres vectores

u=(02,-53)v=(4-32) w=(0,2,-7)

uv=8+15+6=29
uw=0-10-21=-31
Viw=0-6-14=-20

b) Determinar el mddulo de los tres vectores
lii |= /2% +(=5)° +3% =/4+25+9 =438
V=16 +9+4 =29
|7 |=0+4+49 =+/53

¢) Hallar el 4ngulo que forman entre ellos

uv 29
Z(ii,v) = cos™ (— =cos”' =29°17'7"
[ ||V ] /3829

L(ﬁ,VV)ZCOS_{ uw J:cos_l( 31 j=133°41' 27,2"

|2 || w| 3853
A(G,v”v):cos-l( YW ]=cos‘1( —20 J=120° 40' 24 4"
[V w] 2953
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 2.- Sean los vectores U = (2,2,2) y ¥ = (1,0,1). Hallar todos los vectores de
modulo unidad que formen un angulo de 30° con U y de 45° con ¥

w=(x,y,2)

| wl=x*+y* +z7 =1 (Ecl)

% =| i [1cos(30) — cos(30) = LW 2 Fy+2) _3 (x4 y+2)=30 3 (o
il | V12 2 4 2

b =| ¥ [1-cos(45) — cos(45)=gzwzﬁ—>(x+z)=£=1 (Ec3)
vioW2 2 2

D) x*+y*+2z° =1

3 1, 1 ) , 1
(2)x+y+z:5 (3)—(2)—>y:5;x +Z+(l—x) =1—->2x —2x+Z:O.

B)x+z=1

Dos soluciones

1 V2 1 1 V2 (1 V211 2
X=—+—,y=—, z=——— VY, =|—+—,—,————
2 4 2 2 4 2 4°2°2 4
1 V2 1 1 2 1 V211 2
X=———,y=—, z=—+— V,=|———r,—,—+—
2 4 2 2 4 2 4°2°2 4

Ejercicio 3. — Calcula un vector 1 que cumpla en cada caso las siguientes condiciones:
a) Sea proporcional al vector ¥ = (2,—1,1) y ademas U - ¥ =

| 11
——u=(1-—,=

2 ( 2 2)

b)  Sea perpendicular a los vectores ¥ = (2,—1,1) y w = (18,—22,—5) y ademas
[ul=14

3
=2k, k) iV = (2k,~k,k)-Q2~11) =4k + k +k =6k =3— k :% =
(

U=(x,y,z):
i [=x*+y*+2*=196 (Ec 1)
uv=2x—y+z=0 (Ec2)
uv=18x-22y-5z=0 (Ec3)
(x> +y* +z° =164
2) 2x=y+z=0
3)18x—22y—-5z=0

(2)> z=y-2x, (3) 2 18x-22y-5(y-2x)=0 28x-27y=0-> X=2 Vo, z=y-22 y=-E y
28 287 14
27Y’ 13’ 196 153664 +392
D{|==| +1+|—=| p*=196 - y* = = —y=
( )([%J (14} Jy Y T2189 T 2189 YT J2iso
784
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

i = (378,392,-364)

378 364 b 2189

X = z
V2189 V2189 i, = - (378.392,-364)
V2189

Otra forma mas sencilla: el producto vectorial de dos vectores es un vector
perpendicular a ambos

i b k
G=k@Exw)=k{2 -1 1|=k(27,28-26)
18 =22 -5
i fex 2=k 2 7H428260)=196 > k=t
V2189
1
i = (378,392,-364)
L2189
R 1
i, = (378,392,-364)
* 2189
¢) Que sea perpendicular al eje OZ y cumpla U -V =9,yuU-w = —4 siendo ¥ =
(3' _115) y w :(1327'3)
u=(x,y,z)

uk=z=0 (Ecl)
u- v=3x-y+5z=9 (Ec2)
u- w=x+2y-3z=-4 (Ec 3)

Resolviendo el sistema u=(2,-3,0)

Ejercicio 4.- Para los vectores u = (2,—3,1), v = (=3,1,2) y w = (1,2,3) calcular
UXV)XWyUX (UXW)
u= (25_3a1)5 V= (_35152)5 w= (1a253)

— — —

i k i j k
ixv =2 =3 1|==71-7j-7k @xv)xw=|-7 -7 =7 ==7i +14j -7k

-3 1 2 1 2 3

i j ok ik
vxw=-3 1 2|=—i+11j -7k ux@xw)=[2 =3 1|=10i +13j+19k

1 2 3 -1 11 -7

Nota: en el producto vectorial no se cumple la propiedad distributiva
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 5.-Dado los vectores # = (1,—1,3), v = (—2,2,1) yw = (3,—2,5) calcular
U-(VXw)

1 -1 3
Es el producto mixto @-(¥xw) =[u,v,w]=-2 2 1|=-7
3 =25

Ejercicio 6.- Dados los vectores U y ¥, se cumple a) sus modulos son, respectivamente,
10y 2,b) 4 - v = 12. Calcular |u X 7|

| [=10, [V|=2
12_3
20 5

| xv =i ||V |-sen(£(i, V) = 20-sen(£(ii,V) 201f1 —201/ 20—=

4. Aplicaciones

v =i || V |-cos(£(i,¥) =10-2-cos(£(ii,v) =12 — cos(£(ii, V)=

4.1. Aplicaciones con vectores

En este apartado veremos las aplicaciones del modulo, del producto escalar, vectorial y
mixto relativos a las propiedades de los vectores. Recordemos que muchas magnitudes
fisicas, como la posicion, velocidad, la fuerza...son vectores, de aqui la gran
importancia de este punto.

4.1.1. Médulo y vector unitario

A partir del producto escalar es facil calcular el moédulo y el vector unitario de dicho
vector. Mddulo:

|V =N =4)v? +v§ +v?

Por otro lado, el vector unitario de un vector v es otro vector con la misma direccion y
sentido, pero con mddulo unidad. Para calcularlo se divide el vector por su modulo:

i = 1.‘7: v, v, v

v b b
v 2 2 2 2 2 2 2 2 2
V] \/vx+vy+vz R U N e e

4

4.1.2 Angulo de dos vectores

A partir del producto escalar o del modulo del producto vectorial es facil calcular el
angulo que forman dos vectores:

4(ﬁ,9):cos-l( uy j
lu||v]

Z(u,v) =sen_1(|| D

<!

<l

X

<y

<)
<l
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Luego, si dos vectores u,v son perpendiculares, se cumple:
- uv=0

- luxvi=ul|v|

4.1.3 Vector normal a un plano y director de una recta

1) Dado un plano con ecuacion general w:Ax+By+Cz+D=0, demostremos lo dicho en el
tema anterior, esto es que el vector (A,B,C) es perpendicular al plano 7:

Sea P1=(x1,y1,21)e T =2 Ax;+By;+Cz;+D=0 (1)

Sea Py=(X2,y2,22)€ T 2 Axy+By,+Cz,+D=0 (2)

Restando (1)-(2) 2 A(x1-x2)+B(y1-y2)+C(z1-2,)=0

Podemos expresar esta igualdad a partir del siguiente producto escalar del vector
n,= (A,B,C) y el vector ﬁ =((x, - X, (Y, - ¥, (2, -7,)) > contenido en el
plano:

(AB,CO)((x1X2)(y1-y2)((z1-z2))=0 > 7, L PP, , luego es un vector
perpendicular a cualquier vector contenido en el plano, y, por lo tanto 7, es

perpendicular a 7.

2) Sear la recta dada como interseccion de dos planos 7y, T,:
| Ax+By+Cz+D =0
A,x+B,y+C,z+D, =0
Se cumple que la recta r estd contenida en T; y T, luego el vector director de la
recta, v, es perpendicular a ® y m —v Lln,,v Ln, luego v, se puede

expresar como el producto vectorial de n, , n, :

ik
V, =1, xn, =|4, B, C,
AZ B2 CZ
Ejemplo:
xX=2y+z=2 _ .
: ¥ :(17_271)7 n, :(2717_3)
2x+y—-3z=3 1 :
ik
Vo=l -2 1|=5+5j+5k
2 1 =3
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.2. Angulo entre los elementos del espacio

En este apartado calcularemos los angulos que forman los distintos elementos del
espacio, vectores, rectas y planos. Para su calculo usaremos el producto escalar de los
vectores caracteristicos de ellos, el vector director de la recta y el normal del plano.

4.2.1 Angulos entre dos rectas.

Sean dos rectas r; y r; cuyos vectores directores son v, y v, ; el angulo que forman estas
dos rectas es el mismo que forman sus vectores directores:

L(r,,1) = Z(¥,,7,) = cos " (&J

RZRIRZY

Nota: las dos rectas forman dos angulos que suman 180° (son suplementarios). El
angulo que forma que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que

V'V,

90°. De esta forma si oc=cos_1£ —1 2
[V v, |

] es un angulo mayor que 90° el angulo de la

recta es el suplementario (180°-ot)

Casos:
a) rectas perpendiculares (7, L 7, )= v,-v,=0

b) rectas paralelas (7, || r,)> V'V, =|V, ||V, |, V, = AV,

4.2.2 Angulos entre dos planos.

—

Sean dos planos 7; y T,, cuyos vectores normales son n_,7n_, respectivamente. Si

mo ', 0
llamamos o al angulo entre los dos vectores normales, el angulo que forman los dos
planos es 180°-q..

i, -7
4(”1’”2):1800_4(ﬁﬂl’ﬁﬂz) :1800_005—1[#}

| i 11 7, |

Nota: los dos planos forman dos angulos que suman 180° (son suplementarios). El
angulo que forma que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que

— -

90°. De esta forma si 0=180-cos™ (%J es un angulo mayor que 90° el angulo de
VillVa

la recta es el suplementario (180°-ot)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Casos:

a) planos perpendiculares: (7, L7,) »>n, Ln, <n,n, =0

b) planos paralelos: (7, || 7,) = n, |1, ©n, 1, =|n

7 L)

4.2.3 Angulos entre una recta y un plano.

Sea una recta r con vector director v y un plano T con vector normal 7, . Si llamamos o

el angulo que forman v y 7_, el angulo que forman la recta y el plano sera 90°-o:

£(70,7) = 90°=£(ii,,,#) = 90°—cos ™ (—”” v j

|7 [V

Nota: la recta y el plano forman dos dngulos que suman 180° (son suplementarios). El
angulo que forman que se da es el menor de ellos, es decir el que es menor o igual que

V'V,

90°. De esta forma si o= cos‘{ —1 2
Vv, |

j es un angulo mayor que 90° el angulo que

restamos a 90° en la formula es el suplementario (180°-o)
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Ejercicio7.- Calcular el 4ngulo que forman las rectasry s

AFEAnLIE Aut LS L I JE 0
2 -2 -l

S:x+2:y—1:z+1 5 = (-13-2)
13 -2

Vv —6
L(r,s) = Z(¥,,%,) = cos” (7] =cos”' (—J =122°18' 41,5"
v, v | 3] v14 |

El angulo que se suele dar es el menor de los dos que forman Z(r,s) =180°-
122°18°41,5°=57°41"18,5”’

Ejercicio 8.- Calcular el angulo que forman plano m:x-y+z=0 y la recta r:xT_1 = y_—+12 = g
n: x-ytz=0 2> n, =(1,-1,1)
L Xl _y+2 2 i =(2,-13)
2 -1
L(r,®)=90°-L(¥,,7,)=90°~cos ™ (ﬂj =90°—cos™' (LJ =67° 47' 32,44"
’ o [V, 17 | V3414 ’

Ejercicio 9.- Calcular el angulo que forman los planos mt;:x+y-2z=3 y T,:-x+y+2z=2
T xty-2z=3 2 n,, = (11,-2)

T -Xxt+y+2z=2 2> n,, =(-112)

n_n —4
(7, ) =180°=L(ii_,,ii,) = 180°—cos ™| —Z—72 =180°—c0s_1(—j:48° 12'12,9"
v e | gy || 7 | NG

4.3.Distancia entre los elementos del espacio

En este apartado estudiamos las distancias entre los elementos del espacio, puntos,
rectas y planos entre si.

4.3.1. Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos P(x;,y1,z1) y Q(X2,y2,22) del espacio es igual al modulo del

—_—

vector PQ, es decir:

dP,Q=(x, = x,)* + (1, = 1) + (2, — 2,)°
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.3.2. Distancia entre un punto y una recta

La distancia de un punto P(x1,y1,21) y una recta r (con vector director v, = (v,,v,,v.) ¥

siendo Q(x2,Y2,22) un punto de la misma) es la minima distancia entre P y la recta.

Hay dos formas de obtener la distancia entre r y P

%, x PO

v, |

a) d(P,r)=

b) dP.0= [P0 |* —(proy , (PO’ = J@2 -

Demostracion:

(@

aparalelogramozbase'hzl \_/., |d(P,r):| \_/.r X PQ |

|5, x PO

despejando: d(P,r)= 7]
vr

(b)

Por el teorema de Pitagoras:

d(P.0y=h=[| POI* ~(proy, (PO))’

proy (PQ)

4.3.3. Distancia entre un punto y un plano

La distancia entre un punto P(x,y0,Zo) y un plano 7 (con vector normal 7, =(4,B,C) y

que contiene a un punto Q(X1,y1,21)), €s la menor distancia que existe entre P y el plano.

Su valor numérico es:

‘fTQﬁn B |Ax0 + By, +Cz, +D|

d(P,7)= proy; (PQ)="— ——
[ | VA’ +B*+C
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Demostracion

‘])_Qﬁ” = |A(X1-X0)+B(y1-yO)+C(Zl-Zo)|=‘AX1+Byl+CZ1-AX()-By()-CZ()‘=|-D-AX()-By()-CZ()‘
ya que Ax;+By;+Cz;=-D al pertenecer P al plano.

(O N .
\ proy, (PO)

T

T

n

4.3.4. Distancia entre una recta y un plano
Para calcular la distancia entre una recta r (con vector director v, =(v,,v,,v.) y

conteniendo a un punto P(X¢,y0,29)) y un plano (con vector normal 7, =(4,B,C) y

punto Q(x1,y1,Z1)), lo primero tenemos que hacer es comprobar la posicion relativa entre
ambos. Asi seglin sea esta:

a) Se cortan =2 d(r,m)=0

b) Recta contenida en el plano = d(r,m)=0

__[poi,

| Ax, + By, + Cz, + D)
¢) Son paralelas> d(r,7)= d(P, )= proy; (PQ)= =

|7, | VA +B* +C?

4.3.5 Distancia entre dos planos

Para estudiar la distancia entre dos planos m y ’, primero se tiene que estudiar la
posicion relativa de ambas. Asi distinguimos:

A) Si los planos se cortan o son el mismo d(7t,7t’)=0

B) Si son paralelos d(mt,t')=d(P,n’)=d(Q,n) donde P es un punto de Ty Q de @’

o— =0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.3.6. Distancia entre rectas

Para estudiar la distancia entre dos rectas r (v,,P) y s (v,,Q), primero se tiene que
estudiar la posicion relativa de ambas. Asi distinguimos:

A) Rectas que se cortan = d(r,s)=0
B) Rectas paralelas d(r,s)=d(P,s)=d(r,Q), donde P es un punto de r y Q de s.

C) Rectas que se cruzan, el procedimiento a seguir es el siguiente: hallamos el
plano m que contiene a la recta r y es paralela a s. La distancia entre las dos
rectas es la misma que la distancia de s al plano 7, es decir la distancia entre un
punto de la recta s y el plano.

—

| PO, | |5,V )PO| “PQ’VNVS
i, | vl

d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7)=

|V, XV, | |v. XV |

r s

. . =2z+1/2
Ejercicio 10. Calcular la distancia entre el punto P(-2,4,3) y la recta r.ﬁ _ 4Z_ sz?)
NN 2
- 2 PQ"7 .
d(P,r)= .|| PO| —?’ , tenemos que hallar un punto y un vector director de la recta.
V”'

x=2A+1/2
Pasamos la recta a parametricas: r:y y =4 -2-1/3 -2 Q(1/2,4,0), v =(2,-2/3,1)

z=A
\ 4 \ 4 2
7N P g
9 9 3

POV =5-3=2

e N ﬂ_ﬁ_\/61-49—36-4_x/2845~381
’ 4 49/9 V4 49 49-4 14 '
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Ejercicio 11. Hallar la ecuacion del plano paralelo a m:3x+2y-6z+3=0 y que dista 4

x=2-3t
unidades de larectar:ix y = —t
z=-3

Si estudiamos la posicion relativa del plano y la recta, veamos que se cortan, luego
cualquier otro plano paralelo a 7 cortard también a la recta dada, y por lo tanto, no
puede distar 4 unidades de la misma.

.-
L
,:
./'
-
.
.-

—

Ejercicio 12. Hallar la distancia del punto A(1,2,3) a cada uno de los ejes coordenados

El eje OX tiene vector director v, = (1,0,0) y un punto Q(0,0,0)

2

407,
v, |

A0 =(-1-2,-3) |PO=1+4+9 =414

E‘;ox = _1

d(A,r)= \/| A0 | -

2
=13 =+/2% +3? u(Pitagoras)

d(A,0X)= .14 _‘_Tl

Haciendo lo mismo en los otros dos ejes:

d(A,0Y)= +10 =+1> +3% u
d(A,02)= 5=+1"+2> u
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

x+y+z=1
—x+y+2z=1

Co . . -2 1
Ejercicio 13. Hallar la distancia entre las rectas r: xT = 32—/ = % y s:{

Veamos la posicion relativa entre las dos rectas:
e X 2y z+l

3 2 =2

x+y+z=1 (1)
s:
—-x+y+2z=1(2)

9 P(Z,O,-l), ‘_/:r = (3925_2)

2)+(1) = 2y+3z=2 > y=1-32/2 ; x=1-14+32/2-z=2/2

x=A/2
s:ey=1-31/2 2 Q(0,1,0), v, =(1,-3,2)
z=1
rang(v, ,v, ) =2
. Se cruzan.
rang(v,,v, ,PQ) =3
2 -1 -1
3 2 =2

r-3 2] s
[V, xv, | (281D 189

T

d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7) = |

S
&
S
Sl
=
=

=1,09 u

Ejercicio 14. Hallar la distancia entre la recta que pasan por los puntos A(1,0,0) y
B(0,1,1) y el eje OY

x=0
x-1 y =z .
La recta que pasapor AyB =2 1: " :T:T yeleje OY:qy=A41.
z=0
¥, =(-LLD) y ¥, =(0,L0) PO=(10,)
rang(v, ,v, ) =2
. Se cruzan
rang(Vv,,v, ,PQ) =3
1 00
-1 1 1
0 1 0 |1

d(r,s)=d(s,m)=d(Q,x) = = = =~0,7071 u

7. B0| |PO7,.5,]
S XA jaen] V2

S|
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Ejercicio 15. Calcular la distancia entre el punto P(1,-1,3) y la recta r{; -_I— Z z 8
x=4

La recta en paramétricas puede expresarse como r:< y =—4, Q=(0,-4,0) y v. =(1,0,1)
z=4

PO=(133) [PO=V19 PQ¥, =4 |7, =42
$9 9—— Vil u

x=t
. . —z=0
Ejerciciol6. Hallar la distancia entre las rectasrs y =1 —t y s: X7 _
z=1+2t y+a=0

d(P.ry= || POF —PQ—V

Las rectas se cruzan:

|, PQ| _ POV,
d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7)=—" =—=—F1u
il XV B

Ejerciciol7. Calcular la distancia entre el plano ®: 2x+3y-z+3=0 y =’: -4x-6y+2z+6=0
Veamos primero la posicion relativa entre los dos planos:

A4A_B_C_D 2 3 -1_3
=—=—#——>—=——=——%#——son paralelos

A4 B C D -4 -6 2 6

7 — n,=(23-1) P(0,0,3)

7' = n, =(-4,-6,2) 0(0,0,-3)

@ = (0707-6)5 ‘P_Qﬁﬂ =

ii,| =14

P
d(m,m’)y=d(P,7*)= proy;_ (PQ) ‘ o ‘: 6 _6\/1_4_3\/1_4u

i, | 14 14 7
4.4Proyecciones

Las proyecciones de un punto P sobre en un plano o una recta son los puntos situados en
éstos y que distan la menor distancia de P. Para proyectar una recta se proyectan dos
puntos de la misma.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.4.1. Proyeccion de un punto sobre un plano

La proyeccion de un punto P sobre un plano m, es el punto M situado en el plano a la
menor distancia de P. Calculando este punto podremos determinar la distancia entre el
plano y el punto como la distancia entre P y su proyeccion M.

El punto M es tal que la recta que pasa por P y M es perpendicular al plano. Asi
obtendremos M, como interseccion del plano 7 con la recta normal a T que pasa por P.

Pasos para obtener M:

1. Calculamos la recta perpendicular a © (vector director v =7, =(4,B,C)) y que
pasa por P

2. Calculamos la interseccion del plano 7 con la recta obtenida en 1.

4.4.2. Proyeccion de un punto sobre una recta

La proyeccion de un punto P sobre una recta, es el punto M situado en la recta a la
menor distancia de P. Calculando este punto podremos conocer la distancia entre la
recta y el punto como la distancia entre P y su proyeccion M.

Pasos para obtener M:
1. Calculamos el plano perpendicular a r (vector normal 7, =v =(v,,v,,v.))y que
pasa por P

2. Calculamos la interseccion de la recta r y el plano obtenido en 1.
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.4.3. Proyeccion de una recta en un plano

La proyeccion de una recta r (vector director v, y punto P) sobre un plano 7 (vector
normal 7, y punto Q), es otra recta s situada en el plano y tal que la proyeccion de

cualquier punto de r sobre T se encuentra en s. Dos formas de obtener la proyeccion:

a) Dos pasos:

1. Obtenemos la proyeccion de dos puntos de r, P; y P,, sobre ® (M; y M>)
2. Calculamos la recta que pasa por M; y M.

b) Dos pasos:

1. Hallamos el plano ®’ que pasa por r y es perpendicular a ®. Dos vectores
directores del plano son, v, =(vy,Vy,V,), y el vector normal del plano &, 1, =(A,B,C).

Un punto del plano es el punto P de la recta

2. La proyeccion s es la recta interseccion entre los dos plano Ty ©’

A

Ejercicio 18. Calcular las siguientes proyecciones

a) Proyeccion del punto P(4,-2,1) en el plano wt: 3x-2y-2z=-2

x=4+31
Paso 1: Calculemos la recta r que pasa por P y perpendicular a m: r:< y =-2-24
z=1-24

Paso 2: Interseccion 1y m: 3(4+34)-2(-2-21)-2(1-20)=-2>A=-16/17> M (2,2, %)
b) Proyeccion del punto P(4,-2,1) sobre a la recta 7 %1 = = —

Paso 1: Calculemos el plano 7t que pasa por P y perpendicular a r:
7:3x+5y-z+D=0. Pasa por P > 12-10-1+D=0 D=-1. Luego m:3x+5y-z-1=0

Paso 2: interseccion r:(x,y,z)=(1+3A,1+5A,7-A) > 3-(1+3A)+5-(1+51)-(7-A)-1=0
SA=0 > M(1,1,7)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

xX—2 z+1
¢) Larectar: - = % =— en el plano m:x+2y+z=1

Lo haremos por el segundo método:

Paso 1: Calculamos el plano que contiene a r (es decir pasa por P(2,0,-1) y el vector
director v =(3,1,-1)) y perpendicular a ® (es decir el otro vector director w=1i,

x=2 y z+l1
=(1,2,1)) > w:| 3 1 —-1|=3x-4y+5z-1=0
I 2 1

Paso 2: Larecta s es la interseccion de Ty ’:

x+2y+z=1
s
3x—4y+5z=1

4.5. Elementos simétricos

En este apartado veremos los siguientes elementos simétricos:
- Punto respecto a otro

- Punto respecto a un plano

- Punto respecto a una recta

- Recta respecto un plano

4.5.1. Simétrico de un punto respecto a otro punto.

El simétrico de un punto P(Py,Py,P,) respecto a un punto M(Mx,My,M,) es otro punto
P’(x,y,z), tal que M es el punto medio del segmento PP’. Se cumple entonces:

P + P, + P+
Xy DYy BRIy S (oM —P 2OM —P.2M.—P)
2 X % ¥y 2 z x X ¥y ¥y z z

5

4.5.2. Simétrico de un punto respecto a un plano.

El simétrico de un punto P respecto de un plano T, es otro punto P’, tal que se cumple
que los dos puntos equidistan del plano, y la recta que pasa por P y P’ es perpendicular a
7. Para calcular P’ dos pasos:

Paso 1: Calculamos M, la proyeccion de P sobre 7.

Paso 2: El simétrico P’ es el punto simétrico de P respecto M.
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=

4.5.3. Simétrico de un punto respecto a una recta.

El simétrico de un punto P respecto de una recta r, es otro punto P’, tal que se cumple
que los dos puntos equidistan de la recta, y la recta que pasa por P y P’ corta y es
perpendicular a r. Para calcular P’ dos pasos:

Paso 1: Calculamos M, la proyeccion de P sobre .

Paso 2: El simétrico P’ es el punto simétrico de P respecto a M.

P

Ps

4.5.4. Simétrico de una recta respecto a un plano.

Sea una recta r y un plano 7, el simétrico de la recta r sobre el plano & es otra recta r’,
que es la que se veria reflejada en el plano si este fuera un espejo. Para obtenerla dos
pasos.

Paso 1: Tomamos dos puntos de r, P; y P, y calculamos sus simétricos respecto &, P;’ y
P,’. Si uno de los puntos que tomamos es el punto de interseccion de la recta y el plano
(siempre que se corten), su simétrico es el mismo.

Paso 2: La recta buscada es la que contiene a P;” y P,’

N

o
g
e

2
B
N

\
d
<
(3]
=

¢---|-----g----}F--+¢
¢---|-----¢----1--4

N
/]
}

-
H\.

%
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Ejercicio 19. Hallar el simétrico del origen respecto al plano 7: x+y+z=1
Simétrico de P(0,0,0) respecto el plano m:x+y+z=1.
Paso 1: Calculamos M, proyeccion de P respecto a m. Para ello vemos la interseccion de

T con una recta que pasa por P y es perpendicular a 7.

a) Recta perpendicular a T por P: un vector director de la recta es el vector normal
del plano n> v, =7 _=(1,1,1). De esta forma r:(x,y,z)=(0+A,0+A,0+1).

b) La proyeccion M: A+A+A=1 = A=1/3 > M(4,4,3). De esta forma P’ se calcula
como el simétrico de P respecto M:

Paso?2 : Simétrico de P respecto de M.

P,=(2Mx _Px’zMy _Py’ZMZ _Pz) 9 P(%’%’%)

Ejercicio 20. Hallar el simétrico de P(2,0,1) res pecto a la recta r:g =3 = ?

Paso 1: Calculemos la proyeccion M de P sobre la recta r.

a) Primero calculemos el plano &, perpendicular a r que pasa por P. Su vector normal es
n, =(2,-1,1) yel punto P(2,0,1), luego m:2x-y+z+D=0. Para calcular D obliguemos que
P pase por 1>4+1+D=0 ->D=-5. Asi m:2x-y+z-5=0

b) Para hallar la interseccion de T con r expresamos la recta en paramétricas
r:(x,y,2)=(2A,3-A,2+A). Asi M serd 2:(21)-(3-A)+(2+1)-5=0 > A=1> M(2,2,3).

Paso 2: Simétrico de P respecto de M.

Las coordenadas de P’ son entonces: P’=(2M , — P ,2M  —P,,2M . - P.) > P(2,4,5)

Ejercicio 21. Dado el plano m:x-y+z=0 hallar el simétricoder:x — 1 = % = %1
Paso 1: Calculemos el simétrico del punto P;(1,0,1) sobre m. Calcularemos la
interseccion de T y r, Py, cuyo simétrico es el mismo punto:

a) simétrico de P;=> calculamos la recta t que pase por P, y perpendicular a &
(n, =v =(1,-1,1)). La interseccion de T y t sera M; proyeccion de P; en T
t:(x,y,2)=(1+A,-A,1+A). La interseccion sera (1+A)-(-A)+(1+A)=0, A=-2/3 >
M=(L,2.1

32323 /¢

Simétrico P;’=( 2M, - P

1x’2M1y_P 2j\4lz_f)lz)=(_71’%’_Tl

ly?
b) Interseccion de m y r serda P, cuyo simétrico es el mismo P,’=P,.

r:(x,y,2)=(1+A,3A,1+31). De esta forma la interseccion con m: 1+A-(3A)+1+3A=0
A=-2 > Py=P»’(-1,-6,-5)

Paso2: La recta r’ buscada pasa entonces por los puntos P,’(-1,-6,-5) y P;’ (54,4, . El
vector director de la recta es P,'P'= (3,%,4}). Podemos usar un vector proporcional
5= (22,14)> p Xt _yF6_zH3

22 14
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.6. Rectas que se apoyan en otras rectas.

4.6.1. Se apoya en las dos rectas y pasa por otro punto

Dadas dos rectas r; y r» y un punto P, buscamos otra recta s que corte a estas dos rectas
(se apoye) y que pase por el punto P. Para obtener la recta s tenemos que utilizar el
siguiente procedimiento analitico en 3 pasos:

Paso 1: Hallamos el plano 7; que contiene ar; y a P
Paso 2: Hallamos el plano 7, que contiene ar, y a P

Paso 3: La recta buscada es la interseccion de 7, y T,.

4.6.2. Se apoya en las dos rectas y es paralela a otra dada

Buscamos una recta s tal que corte otras dos dadas, r; y 12, y que sea paralela a otra r,
con vector director v, . Para obtenerla usaremos el siguiente procedimiento geométrico
con 3 pasos:

Paso 1: Hallamos el plano 7; que contiene a la recta r; y un vector director v, .
Paso 2: Hallamos el plano 7, que contiene a la recta r, y un vector director v, .

Paso 3: La recta s buscada es la interseccion de mT; y 7,

José Luis Lorente Aragon
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 22. Determinar la ecuacion de la recta que se apoya en las rectas:

x—1 y z+1 X y—2 z—2
rl :__ZZI:__Z y 7"2 :E:_—lzTypasaporP(l,—IQ)

Paso 1: Calculo del plano 7; que se apoya en 1,y pasa por P: el vector v, =(-2,1,3) es

director del plano, ademas pasa por los puntos P(1,-1,2) y por cualquiera de la recta, en
concreto por Q;(1,0,-1). Con estos dos puntos formamos otro vector director del plano

P—Q1 =(0,1,-3). Tomando Q como punto del plano; la ecuacion del plano en expresion
general es:
x—1 =2 0
y 1 -1=0=7:3x+3y+z-2=0
z+1 3 3

Paso 2: calculo del plano m, que se apoya en r; y pasa por P: pasa por los puntos
P(1,-1,2) y por cualquiera de la recta, por ejemplo Q,(0,2,2), ademés tiene un vector

director v, =(2,-1,3).El otro vector director sera Q_215 = (1,-3,0). La ecuacion de 7, es:

x-0 2 1
y=2 -1 =-3=0=>x,:9x+3y-5z+4=0
z=2 3 0

Paso 3: s es la interseccion de T y T,
3x+3y+z-2=0

S:
O9x+3y—-5z+4=0

4.7. Cdlculo de dreas y voliimenes

4.7.1. Areas del tridngulo y del paralelogramo

El 4rea de un paralelogramo de lados no paralelos, v y w viene definido como ya
vimos en el producto vectorial:

lAparalelogramo= | ‘_} X "_{" |

El 4rea de un tridangulo, cuyos dos lados contiguos estan definidos por los vectores
v y w, sera igual a la mitad del area del paralelogramo cuyos lados no paralelos estan

definidos por los mismos vectores.

VX W

2

Atriénguloz |

___________________
;
p
- .
.
w .
.
.
.
p
.
.

!

v
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

4.7.2. Volumen del paralelepipedo y del tetraedro.

Como vimos en la interpretacion del producto mixto de 3 vectores, el volumen de un
paralelepipedo de aristas concurrentes en un mismo vértice u, v y w es:

Vparalelpipedo=[ 7/7’ v, w ]

Un paralelepipedo puede descomponerse en 6 tetraedros (piramides de base triangular)
iguales, asi que el volumen de un tetraedro de aristas concurrente en un mismo vértice

u,v y w es:

1 - . .
Vtetraedro:g [u,v,w]

L Jx—y=0
Ejercicio 23. Dada la recta r.{x +y =z y el punto Q(1,2,-1)

a) Hallar la ecuacion del plano & que pasa por Q y es perpendicular ar,

I {x - 2>r y= A vr = (17132) > Q(O’O’O)
X+y=z
z=21

Como el plano 7 es perpendicular a r entonces 7, =v, =(1,1,2) y pasa por P(1,2,-1). El

plano 7 tiene de ecuacion general:
7 x+y+2z+D=0 = 1+1-:2+2(-1)+D=0 = D=-1, luego m: x+y+2z-1=0.

b) Hallar el area del triangulo cuyos vértices son los cortes de m con los ejes de
coordenadas;

Corte de 7 con los ejes coordenados:

Con eje OX: y=z=0 2 x=1 > A(1,0,0)
Con ¢je OY: x=2z=0 = y=1 = B(0, 1,0)
Con eje OZ: x=y=0 2> z=), > C(0,0, %)

ik
a=%'|AB><AC|:%-—1 1 0=%~|yj—y2j+/€|=%\/(yz)2+(y2)2+12 Z%\/%zOﬁIZuz
-1 0 %
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicio 24. Se conocen 3 vértices de un paralelogramo A(1,0,1), B(-1,1,1), C(2,-1,2).
Calcular el que falta, ;cuantas soluciones hay?

Tenemos 3 casos:

D> AC=BD, (1,-1,1)=(x+1,y-1,z-1) = D;=(0,0,2)

D> CA=BD, (-1,1,-1)=(x+1,y-1,2-1)>D,=(-2,2,0)

D3> AB=D,C (-2,1,00=(2-x,-1-y,2-z) >D3=(4,-2,2)

b) El area del paralelogramo es igualen los tres (probar)
a1=| ABX AC [=ar=| CBx CA |=a;=| BAXBC =6 >

Ejercicio 25. Halla el volumen del paralelepipedo de bases ABCD y EFGH, sabiendo
que A(8,0,0), B(0,8,0), C(0,0,8) y E(8,8,8). Obtener las coordenadas del resto de
vértices.

D> BC=AD - (0,-8,8)=(x-8,y-0,2-0) > D(8,-8.8)
H-> AE=DH - (0,8,8)=(x-8,y+8,2-8) > H(8,0,16)
G- AE=CG - (0,8,8)=(x-0,y-0,2-8) > G(0,8,0)
F> AB=EF - (-8,8,0)=(x-8,y-8,2-8) = F(0,16,8)

—_— s —

V=[ 4B, AC, AE ]=1024u’
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Ejercicios de la P.A.U.

Junio 2004. Prueba A

x+y+1=0
2x—z+3=0
b) Para cada punto P de r, determinese la ecuacion de la recta que pasa por P y corta
perpendicularmente al eje OZ

PR-2. Sea la rectar % a) Escribase la recta en forma paramétrica.

x=4
a) Paramétricas > z=3+2x, y=-1-x. Llamandox=A > , =/, = 13
z=3+4+24

b) Cada punto P de r cumple P=(x,y,z)=(A,-1-A,3+21) VAeR. Si es perpendicular al eje
OZ la recta esté situada en el plano perpendicular a OZ, y por tanto su vector normal es
n, =(0,0,1). Conocido entonces el vector normal y P, el plano es para cada A:

m=z+D=0comoPern -53+2A+D=0—>D=-3-24 ->n1=z-3-214=0.
La recta serd la que pase por P y la interseccion (Q) de & con eje OZ (x=0,y=0) z=3+2A.
Luego Q(0,0,3+24)

Para cada A la recta pasa por P(A,-1-A,3+2X%) y Q(0,0, 3+2X), con vector director

v, = P_Q =(-4,1+ 4,0). Asi la ecuacion en forma continua es s =Y ,2=3+24

-1 1+4

/

C-4 Determinese si el plano m:2x+3y-4=0 corta o no al segmento de extremos A(2,1,3) y
B(3,2,1).

La ecuacion de la recta que pasa por A y B en paramétricas es (v, = AB = (1,1,-2))

x=2+A
z=3-2A

Los puntos de la recta que estan entre A y B son los de la recta siempre que Ae[0,1], ya
que si A=0 ¢l punto de r es A(2,1,3) y si A=1 es B(3,2,1)

Veamos la interseccion de r con T =2 2-(2+A)+3-(1+1)-4=0 - 5k=-3 - A=-3/5. El punto
no pertenece a la recta ya que -3/5¢ [0,1].
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio 2004. Prueba B

C-3. Hallese la ecuacion del plano que contiene a la recta r: x =y=z y es perpendicular al
plano 7: x+y-z-1=0

Llamemos 7’ al plano que buscamos

La recta r tiene como vector director v, =(1,1,1) y pasa por el punto P(0,0,0). Este

vector serd director del plano. Si el plano © es perpendicular al plano ©’ entonces el
vector normal de 7 (7, = (1,1,-1)) es otro vector director del plano buscado. Luego el

plano en paramétricas es:

X=A+u
wsy=A+u
z=A-U

Septiembre 2004. Prueba A

PR-1. Sea m un nimero real y sean r y T la recta y el plano dados respectivamente por

_J2x—-my+z=2-m

r= 42y +2=0 T=3x+2z=2—m.

a) Estudiese la posicion relativa de » y  en funcion del valor de m.
b) Para el valor m=1, hallese la ecuacion del plano que pasa por el punto de corte de r y 'y
es perpendicular a la recta ¢ x=y=z.

. . 2x—-my+z=2-m
a) Posicion relativa de r= m:3x+27z=2-m
xX+2y+z=0
2 -m 1 2 —-m 1 2-m
Tenemos que ver el rango de la siguiente matriz: ¥ =1 2 1| M'=|1 2 1 0
3 0 2 3 0 2 2-m
Rango de M:
IM|=-m+2#0 >
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Vme R-{2} rang(M)=3.
Si m=2 rang(M)=2

Rango de M’:
Vm#2 2 rang(M’)=3,
2210
m=2>M=|1 2 1 0|rang(M’(m=2))=2.
3020
m=2 m=R-{2}
rang(M) 2 3
rang(M”) 2 3

Posicion relativa | r contenida en Se cortan

2x—-y+z=1
b) m=1 = r y © se cortan en el punto solucion del sistema {x+2y+z=0 .

3x+2z=1
Resolviendo el sistema el punto buscado es M(1,0,-1)
Si es perpendicular a t=x = y =z, entonces se cumple que el vector normal al plano
buscado es igual al vector normal de la recta t 27, =v, =(L,L1), luego el plano es
’'=x+y+z+D=0, y al pasar por M, entonces 1-1+D=0 - D=0 > n’=x+y+z=0

C-2: Calculese la distancia entre las rectas 7 y s de ecuaciones

x=1+24 ] )
y = y:O s Ssil:yl__:Z—l
z=—-4

Para calcular la distancias entre dos rectas:
1) primero tenemos que ver la posicion relativa de las dos:
v, =(2,0,-1),P(1,0,0) v, =(-L1-1),0(0,3,2)
rang(v,,v, )=2
Se cruzan
rang(Vv,,v_, FQ )=3

_—

| PO, | _|(3,%7,)PO| _ lPo.5..5.]
iy |

[V, %V, | [V, %V, |

d(r,s)=d(s,7)=d(Q,7)=

V4
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

2 0 -1
P05 .5 ]--1 1 -1-12
-1 3 2
i j ok
Vxv.=(2 0 —1=i+3j+2k D> |v.xV, |=V1+9+4 =14
-1 1 -1

12 12414 6414
d(r,s)= = = u
J14 14 7

Septiembre 2004. Prueba B

C-2: Hallese la ecuacion general del plano que pasa por los puntos A(2,2,-1), B(4,0,2) yes
perpendicular al plano 7= x — 5y + 2z — 6 = 0.

Si pasa por estos dos puntos y es perpendicular al plano, tenemos dos vectores
directores del plano buscado: u=4B=(2-23) y v=n, =(1,-5,2).

x=2+2A+u x=2 y=2 z+l
El plano 7’ en paramétricas es w’:< y=2—-24-5u4 >General :| 2 -2 3 |=0
z=—1+31+2u 1 -5 2

7 11x-y-8z-28=0

Septiembre de 2005. Prueba A.

PR-1: a) Calculense los valores de a para los cuales las rectas

:{3x+ay—6az+1=0 B xf;r—/ .
r_—x+y+3z—3:0 ySX y= son perpendiculares.
z=1+al

b) Para a=1, calculese la recta que pasa por (1,1,1) y se apoyaenrys.

a) Son perpendiculares si sus vectores directores lo son. Para calcular el vector director
de r tenemos que expresar ésta en forma paramétrica:

6a-9
z+

—> sustituyendo en
a+3 a+3

Operando: (1)+3(2) = (at3)y+(9-6a)z-8=0 > y =

6a—9Z+ 8 13p3= 9a Z+—3a—1.

(2) x=
a+3 a+3 a+3 a+3
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

De esta forma:

9a 3a+1
x= A-
a+3 a+3
6a—9 8 - 9a 6a-9
rqy= A+ 2> v =( , 1)
/%z+3 a+3 a+3 a+3
z =

El vector director de la rectas es v, =(=1,1,a)

2
TR A S L S b A N Ly R
a+3 a+3 a+3
2_
=9 12320 > a3
a+3
ngﬂ—l
4
b)a=1 > r: y=—%l+2 V. =(9,-3,4), P«-1,2,0)
z=1
x=-1-4
98: y:3+ﬂ’ \73:(—1,1,1),1)5(-1,3,1)
z=1+1

Paso 1: plano m; que pasa porry Q(1,1,1) >
Dos vectores directores del plano: v, =(9,-3,4) y FQ =(2,-1,1) y pasa por Q(1,1,1):

x-1 y-1 z-1
ITH -3 4 =0 97512X-Y—3Z+3=0
2 -1 1

Paso 2: Plano @, que pasa por s y Q(1,1,1) =
Dos vectores directores del plano v, =(=1,1,1) y @ =(2,-2,0)
x=1 y—-1 z-1

| —1 1 1 [=0 2 m:2x+2y-4=0
2 -2 0

x—y—-3z+3=0

Paso 3: La recta es la interseccion de ; y T, =2 t:
2x+2y-4=0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

C-3.- Calculese el simétrico de P(1,1,1) respecto del plano 7: x+y+z=0.

Paso 1: Calculamos el punto M proyeccion de P sobre 7

1) Calculamos la recta r perpendicular a T y que pasa por P(1,1,1): v. =n_ =(L,L,])
r:(x,y,z)=(1+A, 1+0,1+1)

2) Interseccion de © con r=> (1+A)+(1+A)+(1+1)=0 = A=-1 > M(0,0,0)

Paso 2: El simétrico P’ de P respecto ® es también el simétrico de P respecto de M,

siendo M el punto medio de P y P’ 0= x;—l , 0= y;—l , 0= z+1 -2 P’(-1,-1-1).

Septiembre de 2005. Prueba B.
C-4: Calctlese el volumen del tetraedro de vértices A(1,1,1), B(1,2,3), C(2,3,1),
D@3,1,2)

Para calcular el volumen del tetraedro calculamos los 3 vectores directores que salen del
mismo vértice: AB =(0,1,2),4C =(1,2,0), AD =(2,0,1)

Vietraedro™

1 1 3
— =|=(-8-1)=3u
3 s

N = O

1
2
0

=R \°)

Junio de 2005. Prueba A.

C-2: Calculese la distancia del origen al plano 7 que pasa por 4(1,2,0) y contiene a la
xtz _y-1_
2 3

rectar =

El plano & pasa por A(1,2,0) y contiene a la recta rEx;—2 :y3—1 =z v.=(23]) P20

Luego el plano pasa por A(1,2,0), y dos vectores directores del mismo son u=v =(23)])

y w= AP= (=3,—1,0). El plano en forma continua es:

x-=1 y=-2 z
r=| 2 3 l|=x-3y+7z+5=0
-3 -1 0

La distancia entre P(0,0,0) y 7 es
‘PQ’% |Axo+ By, +Cz+D 5] 5 559

d(P,7) = proy, (PQ)="— = == u
. i | JA2+B +C? 1+9+49 /59 59
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2005. Prueba B.
PR-1: a) Determinese el punto simétrico de A(-3,1,-7) respecto de la recta
y-3 _z+1

r=x+1=—-= .
2 2

b) Hallese la distancia entre 4 y 7.

a) Pasos para obtener el simétrico:

Paso 1: Obtenemos M, la proyeccion de A sobre r. Para ello dos pasos:

1) Plano © que contiene a P y perpendicular a r, de esta forma n, =v_ =(1,2,2), con lo
que la ecuacion de w:x+2y+2z+D=0>Ae n>-3+2-14+D=0>D=152>m:x+2y+2z+15=0

2) La interseccion de r con 7 es M; la mejor forma de obtener M es poner r en forma
paramétrica (X,y,z)=(-1+A,3+2A,-1+2)) y sustituir en T2 -1+A+2(3+210)+2(-1+21)+15=0

A=-2 > M(-3,-1,-5)

Paso 2: A’ es el simétrico de A respecto de M: -3 = x=3 = ytl _g_z77

A,(-35-37_3)

b) d(A,r)=d(A,M) siendo M es la proyeccion de A enr:

d(AD=d(AM)=(B3+3 +A- +(-5+7) ={Bu

C-2: Dados el punto A4(3,5,-1) y la rectar = XT_I =y+2= Z:—l, hallese el punto B

perteneciente a r tal que el vector de extremos A4 y B es paralelo al plano © de ecuacion
T 3x-2y+z+5=0.

Pongamos r en paramétricas :

x=1424
rriy=-2+4,
z=—-1+44

El punto Ber, es por lo tanto, en funcion de A: B=(1+2A,-2+A,-1+4A). El vector
AB=(-2+2A4,—-7+A,41). Si es paralelo al plano T, entonces es perpendicular al

vector normal de & (7, =(3,-2,1) ), y por lo tanto Eﬁ” =0->
3+(-2+210)-2-(-7+L)+1-(41)=8A+8=0 > A=-1-> B(-1,-3,-5)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2006. Prueba A.

) _2x—y=m _{zH-y:z
PR-1: Sean ry s las rectas dadas por r_{z+2y:3,s_ 4o, =3

a) Hallese el valor de m para que ambas rectas se corten.

b) Para m=1, hallese la ecuacion del plano que contiene a  y s.

2 -1 0 2 -1 0 m
0 2 1 0 2 1 3
a) M= , M’=
1 1 0 1 1 0 2
1 0 2 1 0 2 3
2 -1 0
0 2 1|#0 - rang(M)=3
1 1 O

Para que se crucen se debe cumplir que [M’[#0, calculemos el determinante haciendo
ceros la 3* columna:

2 =1 0 m 2 -1 0 m
2 -1 m
o 2 1 3 10 2 1 3 349
= =171 1 2(==(5-5m)#0 > m#l
1 1 0 2 |11 1 0 2
1 -4 -3
1 0 2 3] |1 -4 0 -3

Luego, siempre que m#1, se cruzan
b) Si m=1 entonces rang(M)=rang(M’)=3 y las rectas se cortan en un punto.

Para obtener las ecuaciones del plano es necesario conocer un punto y dos vectores
directores del mismo. Podemos tomar cualquier punto de las dos rectas y los vectores
directores de r y s. Para esto tenemos que poner las rectas en paramétricas:

1) rectar 2 y=2x-1, z=3-2y=3-2(2x-1)=5-4x

x=A
r\y= 22’_1 ‘_}.r = (1925_4)’ R (05_175)
z=—44+5

2) recta s =2 y=2-x, z=3/2-x/2

x=A |
ssyy=—-4A+2 v =(,-1,--), P. (0,2,3)
1 3 2 2
z=——A+=
2 2
x=A+u
Tly=-1421-u

1
=5-41——
z 2,u
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

x=-2+24
C-2.- Calculese la distancia del punto P(1,/,1) alarectar =Xy =0
z=-1

Para calcular la distancia de una recta a un punto utilizamos la interpretacion del
producto escalar (proyeccion de un vector sobre otro), o del producto vectorial (area del
triangulo). Vamos a hacerlo a partir del producto escalar:

Por el teorema de Pitagoras:

d(P.r)=h=y| POI* ~(proy, (PO))’

proy (PQ)

De la recta dada obtenemos Q(-2,0,0) y el vector director v, =(2,0,—1) .De esta forma:

PO =(-3,-1-1) > |[POF9+1+1=A/11

— POV, -5
prov, (PO)=" 2% =2

v, |

d(P,r)=h=| PO’ ~(proy, (PO))’ =11 —? - \E ’

Septiembre de 2006. Prueba A.

, , _Jx=-y+2z=1
PR-1. a) Hallese el valor del parametro a para que la recta r_{lx +y—5z=2 y e

1
plano 7: ax-y+z+1=0 sean paralelos.

b) Para a=2 calctlese la ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a T, y
hallese la distancia entre ry T

a) Si son paralelos, el vector normal del plano 7, =(a,—1,1) y el vector director de la

recta v, = (1,-1,2)x(2,1,-5) son perpendiculares, y por lo tanto 7_-v.=0:

a -1 1
i, v =(a,~L1) [ (1,-1,2)x(2L-5) 1= (a,-L1),(1,-12),2,-5)]=0 =>|{1 -1 2{=3a-6=0
2 1 -

(se puede ver la misma condicion estudiando la posicion relativa de un plano y una
recta). Luego para a=2 plano y recta son paralelos.

José Luis Lorente Aragon 99



Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

x—y+2z=1

b) para a=2 el plano t=2x-y+z+1=0 y larectar= Son paralelos.
2x+y—5z=2

Si el plano buscado, 7, contiene a r, entonces v, es un vector director de 7 y el punto P

de la recta también esta del plano ®’. Por otro lado, al ser @ perpendicular a T,
n,=(2,-1,1) es el otro vector director de 7.

A 4

<!

Tenemos que obtener P y v_, para esto pasamos la ecuacion de la recta a paramétricas,

sumando las dos ecuaciones (1)+(2)> 3x-3z=3 > x=1+z, sustituyendo en (1) y=3z.
Con lo que r en paramétricas es

x=1+A4
r:yy =34 ,P(1,0,0), v.=(1,3,1)
z=A

x=1 y =z
La ecuacion del plano ©° buscado es: ©'=| 1 3 1|=0-> n:4x+y-7z-4=0
2 -1 1

La distancia entre r y T, al ser paralelas, viene dada por:

— |PQii Ax, + By, +Cz, +D 1-10+7
d(r,n)=d(P,Tc)=pr0);;”PQ:| Qn”|=| M TR TEA |:|21 10+70+1|:i=_6u

|7 | VA2 +B +C? Ja+1+1 V6 2

C-2. Hallense las ecuaciones de la recta  que pasa por P(2,1,—1) , est4 contenida en el
x=2z-3

plano m: x+2y+3z-1=0 y perpendicular a s=  _ z+ 4

Si esta contenida en T es necesario que todos los puntos de la recta estén contenidos en
el plano, en concreto P. Comprobémoslo: (2+2-3-1=0).

Si r estd contenida en T entonces Vv, es perpendicular a 7, , pero también es

T 0

perpendicular a s, luego v, es perpendicular a v, . Podemos obtener el vector v, a partir

del producto vectorial de n, y v.: v, =v_xn_ =(2,1,1)x(1,2,3)=(1,-5,3)
r:(X7Y5Z):(25 1 [ 1 )+}\’(1 7'5:3)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Septiembre de 2006. Prueba B.

C-4. El triangulo ABC es rectangulo en 4, siendo A(3,0,-1) , B(6,—4,5) , C(5,3, 2).
Calculese el valor de z y hallese el area del triangulo.

Si es rectangulo, hay tres posibilidades:

A A Ca As
G
B L (:1 B L BI
AB-BC, =0 AB-AC, =0 AC,-BC, =0

Como nos dicen en el problema que el angulo rectangulo es A, el triangulo buscado es
AB = (3,-4,6 —

el segundo triangulo: ( ) 2 ABAC=0—6-12+6z+6=0 > z=9=0
AC =(23,z+1) 6

Amémgulozéﬂaxﬂz = % | AB|'| AC |=%J9+16+ 36/4+9+1 = %\/61-14 =%«/854 u’

Junio de 2007. Prueba A

PRI1.- Sea el plano 7z x+y-2z-5=0, y la recta r :x=y=z se pide
a) Calcular la distancia de la recta al plano

b) Hallar un plano que contenga a r y sea perpendicular a 7

¢) Hallar el punto simétrico de P(-1,3,3) respecto a &t

a) Tenemos que ver la posicion relativa de ambas

T:X+y-2z=5 1 1 =2 I 1 =25
x-y=0 SOM=1 -1 0| M =|1 -1 00
r:
x-z=0 1 0 -1 1 0 -10

José Luis Lorente Aragon 101



Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Veamos la posicion relativa:

M|=0-> rang(M)=2

5 1 =2
0 -1 0]|#0>rang(M)=3
0 0 -1

Luego son paralelos

Pongamos r en paramétricas r :

N o=
Il
R SR

Un punto de la recta es P(0,0,0) y z =(L11)
Un punto del plano x=0, z=0 2 y=5-2>Q(0,5,0).

Vector normal del plano 7,=(1,1,-2)

—_ |PO#i,| |4x, + By, +Cz +D _
d(r,f[)=d(P,7£)=proyﬁ”(PQ):‘ _|Ax +Byy +C2 D _j0+0+0-5]_ 5

| g | VA + B +C? Ji+1+4 V6

b) Si contiene a r, el punto P(0,0,0) es del plano y v_r es vector director del plano. De

igual forma 7, es otro vector director del plano buscado (ya que 7’ perpendicular a )
x=0 -0 z-0
r=| 1 | Il |[=0>7=-3x+3y=0
1 1 -2
¢) Pasos:
1) La proyeccion de P(-1,3,3) sobre a 7:
a. Recta perpendicular a @ por P2r: (x,y,z)=(-1+A,3+A,3-2A)
b. Interseccion (-1+A)+(3+A1)-2(3-21)-5=0 > A=-3/2->M(-2.5, 1.5, 0)
2) Elsimétrico P’ es el simétrico de P respecto de M:
x=1 y+3 z43

27 2 7 2

(-2.5, 1.5, 0)=[ j > x=-4, y=0, z=-3 > P’(-4,0,-3)

C-3.- Hallar el area del triangulo cuyos vértices son A(1,1,0) , B(2,—-1,0) y C(2, 4,0).

ik
area :l‘A_BxR" :l 1 -2 0 :l‘Sl;‘ =25u’
2 2 2
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2007. Prueba B

x+y—z=0
C-2.- Dadas las rectas r.{x 42y =7

ellas, de tal forma, que el vector que los una sea perpendicular a ambas.

=2
s:{yx_ _c hallar un punto de cada una de

x=4 x=2

s 7 A
Pongamos las rectas en paramétricas r: < y = 575 stqy=-5
7 A Z=H

z=—+=

2 2

Punto de r > P(,3.5- 0.51,3.5+0.5))
Punto de s> Q(2,-5,1)

PO=(2-24,-85+0.54,4—3.5-0.51)
PQ perpendicular a v, =(2,-11) > PO v, =0 = 4-2A+8.5-0.5A+11-3.5-0.5A=0
PQ perpendicular a 17; =(0,0,)> PQO- \7: =0-> u-3.5-0.5A=0

9-31+u=0
—3.5-054+4=0
P(5,1,6)
Q(2,-5,6)

} > A=5, u=6

Septiembre de 2007. Prueba A

C-2.- Determinar el punto simétrico de P(4,0,3) respecto del plano de ecuacion x=y.
7 x-y=0
Para calcular el simétrico seguiremos dos pasos:
1. Calcular la proyeccion (M):
a. Recta perpendicular al plano por P 2 (x,y,z)=(4+A,-A,3)
b. Interseccion Ty r> 4+A+A=0 >A=-2. Luego M(2,2,3)
2. El punto buscado, P’ es el simétrico de P respecto M:

x+4 y+0 z+43
272 2

2

(2,2,3){ J > x=0, y=4, z=3 > P’(0,4,3)
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Septiembre de 2007. Prueba B

PR-1.- De una recta r se sabe que estd contenida en el plano m: x -y=0, que 4(0,0,0)
pertenece a r, y que el vector que une 4 y B(1,0,-1) es perpendicular a r. a) Determinar
la recta r, y b) calcular la distancia entre » y el plano paralelo a & que pasa por B.

a) Si estd contenida en el plano 7, el vector director es perpendicular al vector
n, =(1,-1,0) También perpendicular al vector AB = (1,0,-1) . Al ser prependucular a

ambos vectores podemos calcular v, por el producto vectorial de éstos:

ik

1 0 -1
L E_Y_z
1 1 1

b) Calculemos ®’ paralelo a m:x-y=0 y que pasa por B(1,0,-1):
7’ :x-y+D=0 como Be’ 1-0+D=0-> D=-1 2 ©’:x-y-1=0

Como r estd contenida en un plano paralelo a ’, r es paralelo a ®’, con lo que la
distancia es:

__ |84,
d(r,%*)= d(4,7')= proy, (AB)=

_|Ax0+By0+CZO+D|_ |0-0—1] —Qu
|7, VA2 +B* +C? V2412400 2

C-2.- Sea 4 el punto medio del segmento de extremos P(3,2,1) y Q(-1,0,1). Calcular el
volumen del tetraedro de vértices 4, B(2,1,3), C(1,2,3) y D(3,4,1).

Calculemos A~> 4 31 , 2+0 , I+ — A(LLD
22 2
{ | 1 0 2 |
Vtetraedroz_[_B,E,E] =—(0 1 2=— | -10 |: é u3
6 6 5 3 0 6 3
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

Junio de 2008. Prueba A

. B _[x+y+2z=2
PR-1.- Sea el plano m:x+ay+2az=4 y larecta r Z{x +2y—z=3

a) Determinar los valores de a para que recta y plano sean paralelos
b) Para a=2 calcula la recta que pasa por P(1,0,-1), es paralela a m y se apoya enr.

a) Para que sea paralela no tienen que tener ningin punto en comun, y por tanto

11 2 11 2
rang|l 2 —-1[=2->|l 2 -1=5a+-5=0->a=1
1 a 2a 1 a 2a

b) Para a=2-> m:x+2y+4z=4. La recta buscada la denominaremos s.

Si la recta buscada pasa por P(1,0,-1) y es paralela a &, entonces esta contenida en el
plano paralelo a & por P, que lo denominaremos 7’:

7’ :x+2y+4z+D=0, calculemos D sabiendo que P(1,0,-1)em’ = 1-4+D=0-> D=3->
T :x+2y+4z+3=0
La recta buscada se apoya en r, esto quiere decir que la corta, luego podemos calcular el
punto de interseccion de las dos rectas, como el de corte del plano T’ y r.

i ., xX+y+2z=2 . .
Q, interseccion de r = y T:x+2y+4z+3=0. Resolviendo el sistema

x+2y—-z=3

tenemos que Q(7, -13/5, -6/5).

Ya tenemos dos puntos de s, el punto P(1,0,-1) y el punto Q(7,-13/5,-6/5). Con estos dos
puntos es facil calcular s:

x-1_ y-0_ z+1

PO =(6,-13/5~1/5) > v =(30,~13,~1) = s = =
0= ( )= v, =( )530_13_1
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

C-4.- Sabiendo que tres de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(1,1, 2),
B(1,1, 4) y C(3,3,6) , hallar el 4rea del mismo.

k

=|-di+4j|=v47 +42 =32 W’

i
Aparalelogramo— A_B xXAC| =0
2

N O .

2
4

Junio de 2008. Prueba A

C-4.- Dada la recta r : 2x + y = 2, calcular el punto P de la recta r tal que la
perpendicular a r por P pase por el punto (1,-1) .

Estamos en un problema de 2 dimensiones. La recta r:y=2-2x tiene pendiente m=-2.
Luego la recta perpendicular tiene de pendiente m=1/2=0.5

El punto de la recta buscado es P(xo,2-2x¢) y por lo tanto la recta sera y-(2-2x()=0.5(x-
Xo). Para hallar el punto obliguemos a que la recta pase por (1,-1)>-1-2+2x¢=0.5(1-
X0)=> x0=7/5. En consecuencia yy=2-2-(7/5)=-4/5, con lo que P(7/5,-4/5)

Septiembre de 2008. Prueba A

Z

C-2.- Hallar la distancia entre el punto A(2,1,4) ylarectar = xT_l =y+1= 3

De la recta r sabemos su vector director v, = (2,1,3) y un punto de de r es Q(1,-1,0)

2

407,

|, |
AQ = (-1,-2,-4) > [AQ=VI+ 4 + 16 =21
AQ - 7;=-2-2-12=-16

w=VE+ 149 =13

d(A,r)= | 40 | —(proy , (40))* = \/| 0 | —‘

o,
v, |

2 2
-16 256 19
S it R S R A
‘\/14 14 7

Septiembre de 2008. Prueba B

d(A,r)=\/|E|2 -

PR-1.- Se consideran las rectas r y s de ecuaciones respectivas:

a) Estudiar la posicion relativaderys .
b) Determinar la recta que corta perpendicularmente ary s
¢) Calcular las distancias entre r y s
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

a) Posicion relativa de las dos rectas, estudiemos el rango de
010 01 01
0 0 1 . [0 0 1 0
M = M =
1 00 1 0 00
0 0 1 0 01 2
1 1
0 1 0 0 0
x 0010
rang(M)=3,pues |0 0 1/=1%0 rang(M )=4,puesl 0 0 O:2¢O
1 0 0
0 01 2

Luego se cruzan

b) Llamemos a la recta buscada, t. Para calcular t, recta que corte perpendicular a ambas
rectas, se cumple que su vector director es perpendicular a los vectores directores de r y
s.Bsdecirv; v, =1, -1, =0

Como la recta t corta a r y a s, podemos tomar un punto de r y otro punto de s (donde
corta la recta). Para tomar un punto de cada recta pongdmoslas en forma paramétricas:

x=A x=0
r=<y=1vy s=3y=u > PA,1,0)yQ(0,u,l). Luego el vector director de la recta t
z=0 z=1

es T, = PQ = (=4, u — 1,1). Para calcular A y u apliquemos que ¥, - 7, = ¥, - U = 0
v; - 1,=0 2 siendo v, = (1,0,0) > -A=0

Vg - Ug=0 2 siendo v, = (0,1,0) 2> u—1=0> pu =1

Asi P(0,1,0) y Q(0,1,1), que son 2 puntos de la recta buscada;

x=0
v, =PQ = (0,0,1) t:{y=1
z=1
[Po.5,.5.]
¢) distancia entre dos rectas que se cruzan: d(r,s)= ﬁ, siendo P y Q puntos
VXV,
de r y S: P(()’l’o)’ Q(()’O’l)eP—Q) = (Ol _1’1)7 v—r> = (1’0’0)7 FS) = (01110)
0 -1 1
1 0 O
1 0 1
d(r,s)=—— =—=1lu
ioJ ok k]
1 00
0 1 0
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Unidad 13. Producto escalar, vectorial y mixto. Aplicaciones en el espacio.

C-2.- Hallar el seno del angulo formado por la recta r y el plano 7 con ecuaciones:
X =2z
r= 2y +2z=3 y m=Ex+y=2z

Para calcular el 4ngulo entre r y T necesitamos v, y 1,. Pongamos r en paramétricas:

x=4
rEqy= % - v, = (1,—0.5,1)0 podemos usar uno proporcionalv, = (2,—1,2)
z=A

Por otro lado m:x+y-z=0 2 n,.=(1,1,-1)

A7m,r)=90°—Ajii_,v) =9O°—cos_1[ f” 'va j:90°—cos_l (‘—lj =90°—1011°=-10.1°=10,1°
|1, [[V] V33

sen(10,1°)=0,19
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