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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Contexto con la P.A.U.

En casi todos los exdmenes de la PAU en una opcion, e incluso a veces en las 2,
tendremos que realizar una integral, bien sea indefinida o bien definida para calcular un
area. La integracion aparece como una cuestion de 1 punto o un apartado del problema
de funciones.

Para el calculo de areas y el de integrales definidas (que veremos en el siguiente tema)
es necesario el calculo antes de integrales indefinidas. Por lo general si nos piden
calcular un 4rea la integral a calcular serd mas sencilla que si nos piden calcular
directamente la integral indefinida.

Por lo general al alumno la realizacion de integrales le resulta costosa al principio. Pero
una vez que el alumno empiece a coger soltura y a realizar los ejercicios, comprendera
el método de integracion a aplicar y no le resultara excesivamente complicado
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

1. Definicion de integral. Primitiva de una funcion.

La integral es la operacién contraria de la derivada. Asi si f(x)=x*+3x entonces
g(x)=2x+3 es su derivada; de igual forma la integral de g(x) es f(x).

derivada

f(x)=x*+3x g(x)=2x+3

'w——/

Definicion: una funcion F(x) es una primitiva de otra funcion f dada, si la derivada de
F(x) es f(x):

F primitiva de f €2>F’(x)=f{(x)

El proceso mediante el cual obtenemos una primitiva de una funcién f(x) se denomina
integracion.

Asi como dada una funcion f(x) su funcion derivada es unica, existen infinitas
primitivas de una funcidn. Todas las primitivas se diferencian por una constante. Asi si
F(x) es una primitiva de f(x) toda funcion de la forma G(x)=F(x)+K es también
primitiva, ya que G’(X)=(F(x)+k)’=F’(x)=f(x).

Definicion: la integral definida de una funcion f es el conjunto de todas las primitivas
de f, y se representa por:

[ f(r)dx = F(x)+C

donde F(x) es una primitiva de f(x) y C es una constante (constante de integracion).

El simbolo integral J siempre va acompanado del diferencial, dx, que nos indica

sobre que variable se realiza la integral.

2. Propiedades de la integral

Veamos las siguientes propiedades basicas para realizar las integrales:

¢ P1: la integral de un niimero real por una funcion es igual al namero por la
integral de la funcion, es decir las constantes se pueden sacar fuera de la
integral:

[k feode=re| fx)dx

e P.2: La integral de la suma o diferencia de dos funciones es igual a la suma o
diferencia de las integrales de dichas funciones:

[(F0) £ g(0))dx =[ £ (x)dx £ [ g(x)ekx
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

3. Integrales inmediatas

Al igual que las derivadas tenemos una tabla de integrales inmediatas, es facil de
estudiarlas ya que es la aplicacion inversa a la derivada. En esta tabla ademas de las
integrales inmediatas veremos la primitiva compuesta, donde en vez de x aparecera f(x)
y en vez de dx aparece f'(x)dx.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

PRIMITIVA SIMPLE PRIMITIVA COMPUESTA EJEMPLO
. xH “ f(x)“! 3 sen’® (x)
jx de="—+C(a#-1) | [f@)"f(@)dr=""""—+C(az-]) jsen (x)-cos@)dx=———— +C
a+1 a+l1
Ie"dx =" +C J.ef(x) f'(x)dx=e’™ +C Iexz 2xdx=e" +C
x f(x) d 3tan(X)
[arar=—"—+C [a" @ (yde="—+C [ameo—F ==y
In(a) In(a) cos’(x) In(3)

jldlen(x)Jrc
X

[ J} ((;‘)) dx = In(f(x))+C

Iﬂdlen(x2+3x—5)+(f

x*+3x-5

Isen(x)dx =—cos(x)+C

Isen(f(x))-f' (x)dx =—cos(f(x))+C

Isen(xz )2xdx=—cos(x*)+C

Icos(x)dx =sen(x)+C

Icos(f(x))-f' (x)dx=sen(f(x))+C

I cos(In(x))

X

dx=sen(Inx)+C

I(l + tgzx)dx =tg(x)+C

[(+1g? r0}f )ax =1g(f () +C

I3x2 (1 +1g° (x3))dx =tg(x’)+C

j+dx =tg(x)+C
cos “(x)

f'(x) _
| U dx = 1g(f(x) +C

J 2x+1 dx =tg(x* +x)+C

cos?(x* +x)

I(l +cotg’xJdx=—cotg(x)+C

[(1+cotg® ) (dx=—cotg(fG)1+C

[2{1+cotg?@o)dx=—cotg(+C

Jorroy e = et s+ C J gy de = et e+ € [1-+cotglx+D)dx=—cotglx+2)+C
dx f'(x)dx ldx
= arcsen(x)+C ———=arcsen(f(x)+C ——————— =arcsen(In(x))+ C
.f 1— 2 J‘,ll_f(x)2 J‘x-wll—lnz()c)

Jl dxz =arctg (x)+C
+Xx

[(x)dx
j1+f(x)2 arctg (f(x)) + C

J 2dx

m = Cl}"Ctg (2X) +C
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

4. Método de Integracion

4.1. Obtencion de integrales inmediatas

El método consiste en desarrollar las funciones, introducir factores, o manipular las
funciones aplicando las dos propiedades de las integrales vistos en el apartado 2 para
obtener una integral inmediata facilmente calculable:

Veamos algunos ejemplos:

(1) j(7 +6x> +5x%) dx = j(25x6 +60x° +36x* +70x> +84x> +49)dx =

=éx +10x° 356 x’ +375x4 +28x° +49x+ C

2) Isen(7x)dx = %-J.7-sen(7x)dx = —%cos(7x) +C

_ 12x° —6 ln(4x3—6x)
(3)'[ B I 4x° —6x 2 *C

(@) [44/5x% dx =4[ 3/5-(x)" dx 4\/_ —4[" 535x +C

1+tg 2 Jx l1+1g 2 Jx

o

dx =2tg(Wx)+C

(5)j dx 2j

©) Jrg=[" Se”(x) [ 2 ngeos() + €

cos(x)

@) j(xz +1sen(x® +3x)dx =%j (3x” +3)sen(x’ +3x)dx =— %-cos(x3 +3x)+C

de dx
® I\/3—5x2 _I\/3(1—%x2) \/_'[ (- / Ja-35x%) x/_j\/i

\/1_ \/1_ \/\/_i ! arcsen(\/_ %x)+C= garcsen(\/_ %x)+C
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

dx dx 1 J3dx _ﬁ 3
(9)I2+3x jz(H/x) 2j1+( i) Zx/_jl+( )_6amg(\/zx)+c

-1
(x=3)

+C

a )j x _j(x 3)2dx=—(x-3)" =

4.2 Cambio de Variable

El método de cambio variable consiste en sustituir la variable x por una funcion g(t)
(x=g(t)). De esta forma dx=g’(t)dt. Al realizar esta sustitucién la funcion solo debe
depender de t, y el objetivo es que la funcion obtenida sea mas sencilla que la original.
Una vez realizada la integral en t, se deshace el cambio de variable t=g'1(x).

En la préactica el cambio se utiliza cuando en la integral tenemos una funcion
composicion de f(x), H(f(x)) y la derivada f’(x) (o una funcion proporcional a ésta)
dividiendo. De esta forma con el cambio f(x)=t, dx=dt/f’(x) tendremos la integral de
H(t) que deberia de ser mas sencilla que la integral original si queremos que este
método sea util.

Este método nos permite resolver integrales semejantes a las calculadas en el apartado
anterior, pero de forma mas sistematica.

Veamos algunos ejemplos:

1+tg \/_

(1) [——==ax=| ”Lt(tz)m-dz =2[(1+1g% (0)}dt = 21g(1) + C =21g(Jx) + C

Jx = dx =dt > dx = 2xdt = 2tdt

1
9
2%

2 3 g 2 . dt :l L
(12)j(x +1) sen(x +3x)dx—j(x + 1)sen(t) 13 3J‘sen(z‘) dt

=—cos(t)+C = —%cos(x3 +3x)+C

dt
3x2+3

X +3x=t > (3x*+3)dx=dt > dx=

dt
(13)I dx :J' dx 1 dx ) :lJ' \/%

2438 214527 2011 (fnf 27 1+6)

N
|

1+2%
=%-arctg(t) +C= %-arctg(\/%x) +C

dt
JHx=t> Hede=dr > dxzﬁ
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

(14) j3dx jSXd’=3—d’_31 (t)+ C = 3In(In(x)) + C

xIn(x)

In(x)=t 2> ax =dt = dx=xdt
X

4.3 Integral por Partes

El método de integral por partes se basa en la utilizacion de la siguiente igualdad:

J-u'dv =uv— J-V'du

Nota: regla nemotécnica “Un Dia Vi Una Vaca Vestida De Uniforme”
En la practica se utiliza cuando en una integral I g(x)f (x)dx=ju-dv , donde la funcion
f(x)dx=dv y g(x)=u se cumple:

a. f(x) es facil de integral para obtener asi v= I f(x)dx = F(x)

b. Al derivar g(x), obtenemos du=g’(x)dx cumpliéndose que la integral Iv-du=

IF(x)-g'(x)dx es mas sencilla que la original.
Mediante este método se calculan los siguientes 4 tipos de integrales:

Tipo 1: IP(x)-e“’”dx , llamando u=P(x)=polinomio y dv=e"*dx se cumple los requisitos:

ax
. e . .
a. La integral v = .[ e“dx =— es inmediata
a

b. du=P’(x) baja un grado el polinomio, con lo que IP'(x)-e”"dx es mas sencilla de
calcular.

Deberemos realizar la integral por partes tantas veces como el grado de P(x) hasta que
la ultima integral a realizar sea Iv-du = I ke™dx que también es inmediata

Ejemplo:
(15) I (x2 + 3x) e Fdx=

u=x*+3x > du=(2x+3)dx

—2x
e

dv=e?*dx > v=—

—2x

= - 62 (X*H3x)+ %I(2x+ 3)e > dx=

u=2x+3 =2 du=2dx

e—2x

dv=e?dx > v=-—
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

—2x

1
243x)+—| —
5 (P

-2
e

2

2x —2x —2x

e * o e 5 e e
=— 2x+3)+ dx|= — +3x) — 2x+3)— =
2e+3)+[e x} (30 =23 =

—2x
=—% _ (x*+ax+2)+C

2

3x
(16) J'(xz - 4)'e3xdx =£ p (9x® —6x —34)+C (Hacer por el alumno)

2
Tipo 2: IP(x)-sen(ax)dx 0 IP(x)-cos(ax)dx , llamando u=P(x) y dv=sen(ax)-dx se
cumple los requisitos:

cos(ax) sen(ax)

a. La integral v = I sen(ax)dx = — ov= I cos(ax)dx = es inmediata

sen(ax) i o

b. du=P’(x)dx baja un grado el polinomio, con lo que IP'(x)-

cos(ax , . .
(ax) dx es mas sencilla de calcular que la anterior.

[Po)——
a

Deberemos realizar la integral por partes tantas veces como el grado de P(x) hasta que

la ultima integral a realizar sea I v-duZIk-sen(ax)dx 0 I k-cos(ax)dx que también es

inmediata.
Ejemplo:
(17) I 2x-sen(3x)dx =

u=2x =2 du=2dx

_ cos(3x)

dv=sen(3x) > 3

= —%x-cos(3x) + I%cos(?»x)dx =— %x-cos(3x) + %sen(3x) +C

2y _ LR AN ESI
(18) J(x +4x) cos(4x)dx—cos(4x)(8 + 4j+( 2 +Xx 32jsen(4x) (hacer por

alumno)

Tipo 3: I e“ sen(bx)dx o Ie“‘-cos(bx) , podemos llamar u=e™ y dv=sen(bx). En este

caso podemos llamar u y dv al revés. Se tiene que hacer dos veces la integracion por
partes, de forma que volvemos a obtener la integral inicial. Despejando la integral
obtenemos el resultado de la misma. Se llama asi vulgarmente “la pescadilla que se
muerde la cola”.

(19) I= j e -sen(2x)dx =

u=e* =2 du=-e’dx

dv=sen(2x) > VZ—M
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

= - % e’ — % I cos(2x)e “dx=
u=e" > du=-e¢’dx
dv=cos(2x) 2> VZ%ZX)
__cos(2x) o _ 1 sen(2x)e N '[le_xsen(2x) _
2 2 2 2
__cos(2x) o sen(2x)e —lJ-e_xsen(2x)
2 4 4: ,
1
= cos(2x) ot sen(2x)e _11 N é[ _ cos(2x) o sen(2x)e N
2 4 4 4 2 4
= J-e_x sen(2x)dx = 4(  cos(2x) ot sen(2x)e ™ | _ o 2cos(2x) N sen(2x) L C
5 2 4 5 5

X

(20) I= j e -cos(3x)dx = T—O (cos(3x) + 3sen(3x)) (hacer por el alumno)

Tipo 4: IP(x)-ln(ax)dx , llamando dv=P(x) y u=In(ax) se cumple los requisitos:

a. La integral v = I P(x)dx es inmediata (integral de un polinomio)

b. duzldx con lo que eliminamos el logaritmo de la integral y tendremos que
X

calcular la integrar de otro polinomio.

Ejemplo:
@21 j (=x7 +5x° = 2x)In(3x) =
u=In(3x) > du=ldx
X
8
dv=(-x"+5x’ -2x) > V—(—x—+5i—x )
8 4
—(—x—8+5i—x ) In(3x)- j(—x—8+5i—x ) dx= (—£+5i—x ) In(3x)-
8 4 4
x* 5x¢ x* 5xt x?
——+—— ——+——x ) InGBx)+ ———"++—+
j( x)d(84x)(x)6416zc

4 4 3
x*  5x j 9x' +40x° ~144x . (hacer

(22) j (2x° +5x> =2)In(x) = ln(x)(—+T—2

por el alumno)
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

4.4 Integrales racionales

El método de integrales racionales consiste en descomponer una fraccion polinémica en
fracciones simples cuyas integrales son o logaritmos neperianos o arcotangentes. Las
integrales que deseamos resolver son del tipo:

= .[P(x)
O(x)

Anexo: vamos a resolver primero las integrales que aparecerdn en las integrales
racionales:

1) j 4 dx = A'ln(x — a)
X—da

Ejemplo: | v =5In(x—2)
x=2
(v (D)
2) I A ndXZIA'(X—a)_ndXZA(x a) _ A -
(x—a) -n+1 (—n+1)(x—a)
. 3 3 3(x 4)~ 3
Ejemplo: dx=| 3(x—4 =
Jemp I (x—4) I (x=4) -2 T 2(x—4)?
3) I zmxidxz(con x*+bx+c sin raices reales)= arcotangente + logarimo,
x“+bx+c
veamos con un ejemplo
Ejemplo:
—j 2x+3 ———— dx = (buscamos la derivada en el numerador) = IM—
x* +4x+8 x°+4x+8
_J- = _J- Z;a’len(x2+4x+8)+12
x® +4x+8 X" +4x+8
I
=l ] iy
x*+4x+8 (x+2)* +4 (x+2j
2
ldx
2 x+2
= I 5 =—arctg( j
4 (x+2 2 2
1+

=In(x* +4x+8)+ % arctg(%zj +c
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Caso 1: grado(P(x))>grado(Q(x)) = hacemos la division de forma que tendremos que
integral el cociente (que es un polinomio) y obtenemos otra funcidn racional pero donde

ahora grado del numerador menor que el del denominador y por tanto estamos en el
caso 2.

Ejemplo:
x’+3x7 -4
23) = | ——5—dx
3) J-x3 +3x% +2x
x4+ 3x° —4|x* +3x +2x
—x’ =3x" —2x 1 >
—2x-4
%,—J
X’ +3x° -4 _ 1'(x3+3x2+2x)—2x—4_1_ 2x+4
X +3x7+2x x° +3x% +2x x’ +3x% +2x
-2x-4 -2x—4
=|ldx+ | —————dx=xt|———dx
J. J.x3+3xz+2x -[x3+3x2+2x

xt+3x2 =2x+5
(24) 1=j S dx

x* +3x% =2x +5|x° —x*—x+1

—xt+xP+x? —x x+1

X+ 4x*=3x+5

x>+ x*+x -1

5x*=2x+4
—

x'+3x7=2x+5 5x*—2x+4
— =x+1+—3 5
x—=x"—x+1 x —x"—x+1

5x* =2x+4 x’ 5x* —2x+4
I—j(x+l)dx+jmdx=7+x+jmdx

Caso 2: grado(P(x))<grado(Q(x)). Distinguimos entre 3 casos:

a) El denominador se puede descomponer por producto de factores simples distintos:

Ox)=(x-a;) (x-ay)- ... (x-ay,)

J‘i")dx:J‘ Px) dx:f[xfla +xA2 P de

00" Vr—a)G-ay).(x-a,) —a, T x-a
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Ejemplo: continuamos las integral (23) del ejemplo anterior:

-2x-4
259 = —++——dx
25) jx3+3x2+2x

-2x-4 = -2x-4 —£+ B 4
437 +2x x(x+2)(x+1) x  (x+2) (x+1)
—-2x—-4  AMx+2)(x+1D+Bx(x+1)+ Cx(x +2) N
x(x+2)(x+1) x(x+2)(x+1)
A(x+2)(x+1)+ Bx(x +1) + Cx(x + 2) =-2x-4
si x=0: 2A=-4 > A=-2
six=-2: 2B=0 > B=0
six=-1: -C=-2 - C=2

. Calculo de A, B, C:

-2x—-4 dx dx x+1
| ———dx=2|—+2|—=-2In(x)+ 2In(x+1) + C =2In +C
J.)c3+3)c2+2x '[x J.)c+1 ) ( ) [ X
x+3
(26) IZJZ—dx=3-1n(x—3)—21n(x—1)+C(hacer por el alumno)
x —4x+3

b) El denominador se puede descomponer por producto de factores, alguno de ellos no
simple: Q(x)=(x-a;)""(x-a2)"...*(x-ay)

A A A" A A
@dxzj - P) dxzj[ A |dx
O(x) (x—a)"(x—-a,)...x—a,) x—a, (x—a,) (x—a,)" x-a, x—a,
Ejemplo:
3x? —5x
27) 1 = dx
(27) jx3+xz—5x+3
3x* —5x 3x%* —5x A B C

= = + +
X +xT=5x+3 (x=-1D)*(x+3) x-1 (x=1)° x+3

3x=5x _ A(x—1)(x+3)+B(x+3)+C(x—1)°
(x—1)>(x+3) (x—1)2(x+3)

3x%-5x=A(x —1)(x +3) + B(x+3) + C(x - 1)
six=1:4B=-2 > B=-1/2
six=-3: 16C=42 > C=21/8

21 3

§i x=0: 0=-3A43B+C > 4=C13B_8 2 —i—g

3 24
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

=—j ——j 2 dx 3+ — i e sy+c
(x— 1) 8 x+3 8 2(x—-1) 8
(28) I= j?)x—_szdx zéln(x +2)- > In(x) - L + C (hacer por el alumno)

x(x+2) 4 4 2(x+2)

¢) El denominador se puede descomponer por producto de factores, alguno de ellos es
un factor de segundo grado: Q(x)=(x-a;):(x-a)- ... -(x2+bx+c)

J‘ix)dx:_[ P(x) dxz_[[ 4 + 4 .t Ce+ D jdx
x

O(x) (x—a,)(x—a,)..(x* +bx+c) -a, (x—a,) x*+bx+c

Ejemplo:

(29)J‘ 3x-5 _J- Cx+D ix
x(x* +2x+5) X (x +2x+5)

— = =+
x(x*+2x+5) | x (x> +2x+5) x(x* +2x+5) x(x* +2x+5)

3x-=5 _(A Cx+D ) 5 3x-5 ZEA(xZ +2x+5)+x(Cx+D)j
3x-5=A(x*+2x+5)+x(Cx+D)

- six=0: 5A=-5 > A=-1

- six=1:-2=8A+C+D - 6=C+D

- six=-1: -8=4A+C-D >-4=C-D

Resolviendo el sistema C=1, D=5

szjx——S ‘f P b B x:_ln(x)ﬂzx;de
x(x”+2x+5) x  (x*+2x+5) (x”+2x+5)

xX+5 2x+10 2x+2 1 8

[ R = M 2 e At
(x”+2x+5) (x? +2x+5) (x* +2x+5) 29 (x"+2x+5)
:lln(xz+2x+5)+_[+dx:lln(x2+2x+5)+_[;2dx:

2 (x+1)"+4 2 [XHJ

+1
2
zéln(xz + 2x+5)+2j”—2dx = lln(x2 +2x+5)+ 2arctg(x7+1j+ C

(x+1j2 2
Rl
2

I=—In(x) +% In(x* +2x+5)+ Zarctg(xTHj +C
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

2x+1
21 larctg] ——
4 2 g( V11 ]

(30)I x—:3 dx=—In(x-1)-=In(x*> +x+3) - +C

(x=D(x"+x+3) 5 5 55

x+3 = A BHC s e A3 HBRHO)(x-1)

(x—Dx"+x+3) (x-1) x"+x+3

x=1 2 4=5A A=4/5

x=0 2 3=3A-C C=-3/5

x=2 2 5=9A+2B+C B=-4/5
j x-l-?) dx:ij- dx __.[ 4x+3 :—ln(x l)——[
(x=D(x"+x+3) x +x+3
I—j CAx+3 _2j x4y _2J-2x+1 —2f 22x+1 P ho g

x*+x+3 x*+x+3 X +x+3 X" +x+3 x*+x+3
=2In(x’ +x+3)+.[4dx

X +x+3
1
1 1 1 1
L[t —dr=[— L av=y [— L —ax=y dx
=l j<x+%>2+% “j%l<x+%>2+1 II(/r(x+/)) +1
2dx J11dt
(x+¥)=t> —=dt 2 dx=

/f ﬂ 2

Y1y 2411 2411 2
I,=4 2 dt = cotg(t) = cotg| —(x+}
=N [yt == arcotg () ==~ arcotg NTRC

I x-l-3 dx:iln(x—l)—zln(xz+x+3)—2m0700tg i(x"'%) +C
(x—D(x*+x+3) 5 5 55 N

4.4 Integrales trigonométricas.

Las integrales trigonométricas no estan en la programacion de la PAU de la mayoria de
las comunidades, si bien se da en muchos institutos y en las carreras con asignaturas de
matematicas.

Podemos distinguir varios tipos:

Tipo 1: impar en el seno o coseno

Son integrales donde s6lo aparecen senos y cosenos multiplicando o dividiendo, donde
se cumple que la potencia del seno, del coseno o de los dos (ambos siempre con mismo
argumento) sea impar. Se resuelve con el siguiente cambio de variable:

a) Siseno impar y coseno par = cos(x)=t
b) Si coseno impar y seno par =2 sen(x)=t
¢) Siambos impares = sen(x)=t 6 cos(x)=t
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Veamos algunos ejemplos:

(31) Isen4 (x)-cos’ (x)-dx=

sen(x)=t > cos(x)-dx=dt > dx= dt
cos(x)
= [¢"-cos (x) —jt cos’ (x)dt = [ £*(1—-sen’ (x))dt = j(f‘_lé)d;:%_%w:
_ sen ’(x) _sen (x) L C
5 7
sen (x)
32) I cos (x)
dt
cos(x)=t =2 -sen(x)-dx=dt = dx=-
sen(x)

_ sen’(x) dt _ [ sen (x) (1-cos’(x)) _ (1-1%)’ _ t4—2t2+1_
- 2D o U U=y

t*  sen(x) t?

3
= j (z2 —2+t‘2)dt :—t—+2t+1=—cos () +2cos(x) +
3 t 3 cos(x)
Tipo 2: par en el seno o coseno

Son integrales con productos y cocientes de senos y cosenos con exponentes pares, para
resolver estas integrales se utiliza la relacion del coseno del angulo doble:

cos(2x)=cos’(x)-sen’(x) :

* cos(2x)=1-2:sen’(x) > Senz(x)=1_L25(2)C)
* cos(2x)=2cos’(x)-1 > cosz(x)=%

Veamos algunos ejemplos:

(33) I sen’ (x)dx :I %:%[x_ S€n§2x)j

1—cos(2x)

(34) j sen* (x)dx = j ( 5

) dx = J. ((1 —2cos(2x) + cos (2x))dx =

= pxmbsen(2) 4 [ o5’ (20) = (x)—sen(20) 4+ | (—1 °°25(4x)jd _

= lx—lsen(Zx) +lx _ sen(4x) = Ex—lsen(Zx) _ sen(4x)
4 4 8 32 8 4 32
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Tipo 3: cambio general.

Este cambio se puede aplicar en cualquier integral trigonométrica, transformando esta
en una integral racional, si bien s6lo se recomienda utilizar cuando no se pueden utilizar
las reglas anteriores (generalmente cuando hay sumas o restas).

Se utiliza el siguiente cambio:

2
ga/)=t - FECD gy gm 2
2 I+t
2sen(x/2)-cos(x/2)
. 2
sen(x)=2sen(x/ 2)-cos(x/2) = 2szen(x/2) cosgx/ 2) S cos (x/2)2 _ 22tg(x/2) _ 2t2
sen”(x/2)+cos"(x/2) sen (x/2)+cos (x/2) tg”(x/2)+1 1+¢
cos’(x/2)
cos’(x/2)—sen’(x/2)
2 2 2 2 2
cos(x)=cosz(x/2)—sen2(x/2):Cosz(x/z) senz(x/2): : cos (x/2)2 :1 tgz(x/2):1 t2
cos (x/2)+sen”(x/2) cos (x/2)+sen (x/2) 1+tg"(x/2) 1+¢
cos’(x/2)
Conclusion:
1e(x/2)=1 — di=—— sen(x)= cos() = 178
& 1+¢° 1+1¢2 1+¢°
Ejemplo:
2t +1—t2
sen(x) + cos(x) 147> 1442 2t 1+2¢t 17
(335 [ —= dy = . = S
1 —sen(x) 1 ! 1+¢ A=2t+t7)(1+¢7)
1+1¢

Que es integral racional.
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Problemas

Calcular las integrales
1
a) | Bx+—)dx
) [Gx+—)

2
j(3x+i2)dx=3i—l+c
X 2 x

b [ =)

[x” = §x7/4 —5In(x)+C
X

c) j%dx

2 2
jwdlen(x)+%+2x+C
4dx+8
d)J.x2+4xdx
[ 8 dx=2| 2XHD e =2In(x +4x)+C
x° +4x x° +4x

2x
e) | ——=dx
Iv3x2 +1

2 -1/2
dx =%J’ 6x(3x 1+ D" =§(3x2 +1)12 =§\/3x2 +1+C

I 2x dr :lj 6x
V3xP 41 374Bx7 +1
f) Isen32x cos(2x)dx

Isen3 2xcos(2x)dx = %Isenz’ (2x)-2cos(2x)dx = %sen4 2x)+C

o

3" 3" t dt 1 1 N
I dx = I dx = I n3) actg(t) = actg(3*)+C

1+9° 1+3% 1+ tIn(3) In(3)
. . di
3'=t 2 3" In(3)dx=dt 2> dx =
3* In(3)
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

i

—>dt=-e" xdx%dx——%

—X

t=e

—-X

e t dt dt
dx = —— —=—In(l+7)=—In(l1+e)+C
J-1+e‘)‘ ) J-1+t( tj 1+¢ a+0) (I+e™)

; J' sen(3x) I

31+ 3cos(3x)

143c0s(3x)=t = -9sen(3x)dx=dt > dr = —— 9
9sen(3x)
J- sen(3x) J-sen(3x) —dt =—ljidt =—ljt_”3dt _ _létm _
31/1+3cos(3x Vi 9sen(3x) 97 9 92
=L o L 15 3c0sG0) +C
6 6
. X 1y 2x In(l+x7)
arctgdx)dx = x-arctgx)— dx=xarctgx)—— dx=xarctgx)——+C
i) [aretg) 40-] O e €)==

dx

u= arctg(x) 2> du=1 !

xZ

dv=dx 2> v=x

K) j e (2x+1)%dx

u=2x+1)> > du=4(2x+1)=8x+4

e—2x

2

dv=e?dx > v=-

je_zx 2x+1)dx = —%(2x +1)e™ + I (4x +2)e *dx

u=(4x+2) > du=4

—2x
. e
dv=eZdx > v=-

j(4x +2)e Xdx = (2x—-1e™ + ZJe_z"dx =(2x-De™ —e> +C

Jer@xenyde= ‘%(2?‘ +1)Pe H(2x-De ™ —e +C=e (22" - 4x—§) +C
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

. _—«f sen(x) cos(x)
1) Ie cos(x)dx =e ( 5 5 )+C

Por la “pescadilla”

X
m) J.x_zdx
X |x—=2
-x+2 1
2
[

[ dx:j(u 2 jdx=x+21n(x—2)+C
x—2 x—2

—x*+6x-1

n) | ———5 ——dx
(x=D"(x+1

—x’ tox-l_ A, B O A+ BH O (x- 1 mx+6x-1
(x=D°(x+D) x-1 (x-1) +1
- x=1 >2B=4 >B=2
- x=14C=-8>C=2
- x=0 2> -A+B+C=-1 2 A=1

2
= +26x 1dx=f 1 de+ | 2 cdx—| 2 r=ln(x—l)—— 2 —2In(x+1)+C
(x—1)>(x+1) x—1 (x—1) x+1 (x—1)
x'+2x-6
0) | ———dx
)'[x2+x—2
x* +2x—-6|x*+x-2
—x*—x?+2x2 xP—x+3

—x +2x2+2x-6

x'+ x? - 2x

3x? -6
—-3x?-3x +6
—3x
—

2

X206 e, B x _x_z_x_ _ X
j—x2+x—2 dx—j(x x+3)dx 3~[—x2+x—2dx_ 3 2+3x 3jx2+x—2dx
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

2 - = > = 4 + B 2> Ax+2)+B(x-1)=x
x“+x-2 (x-Dx+2) (x-1) (x+2)
- x=1 2 A=1/3
- x=2>B=2/3
2/3 _1 B 2
J-m J‘( _1) J(x+2)dx—3ln(x 1)+3ln(x+2)

2 3 2
X

I=—+3x—3(11n(x—1)+2ln(x+2)]+C=x—x+3x—1n(x—l)—2ln(x+2)+C
302 3 3 302

p)

1 ! 1 ! L A5
S SN S SN (N [ —
B pwmta Rt — " oI d=arsany
5

x—2}
= arcse +C
”( NG

(x—2)°

DI € ) BN S 3

V5 V5

2 jlnx(x)dx: In 6(x)+c

" J ln(h;(X)) I

In(x)=t > ldx =dt 2> dx=x-dt
X

[ In(In(x)) ;. = [ In(®) s = [Ineydr = t1n(e) — [ dt = t1n(e) — £ = In(x) In(In(x)) - In(x) + C
X

X

u=In(t) > du=%dt

dv=dt - v=t

20
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

=
(-

A

Junio 2004. Prueba A

C-1.- De todas las primitivas de la funcién f{x)=2tg(x)-sec’ (x), hallese la que pasa por el punto
P(m/4,1)

F(x)= I2tg(x) sec (x)dx_‘[ Sen(x); dx=2 J‘ sen(x)

1 1

dx:zj_ti;df:—zjf_3dt=:—§t‘2 _

cos(x) cos’ (x) cos’ (x)

+C

cos’ (x)

dt

—sen(x)

cos(x)=t - —sen(x)dx=dt — dx=

Veamos el valor de C para que pase por P(%, D).

1

F(n/4)=2+C=1 2 C=-12> F(x)=
cos”(x)

Otro método

F(x)= j 2tg(x)sec’ (x)dx =2 j t-sec’ (x)-cos” (x)dt =2 j t= 2-% =¢* =g’ (x)+C

tg(x)=t > dx=dt — dx=cos’(x)dH

cos”(x)

Veamos el valor de C para que pase por P(%, D).
F(n/4)=1+C=1 = C=0 = F(x)= tg’(x)

Nota: Las dos funciones son la misma, pues 1+sec x=tg"x

Junio 2004. Prueba B

Y
C-2.- Calculese [ %d

3 1 1 5 3
J.(x 1) dx J. 2x+1 x—j[x2—2x2+x zjdx—i 2§x +2x'"? 4+ C =

=§\/x_5—§\/x—3+2\/;+C
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Junio 2008. Prueba-A

PR-2- b) Calcular [ 09 dx

x2
Joln(;c)dx:_ln(x)_J»l(—_ljdx:_ln(x)+J‘L2dx:_m_l+c
x x x\ x x X X X

1
In(x)=u > —dx=du

x

-1 _

dexzdv%vzjx_zdx:x—=—l
X -1 x

Septiembre 2004. Prueba-B

PR-2.- b) Dada la funcion f:[1,e]2R definida por f(x)=1/x+In(x). Calculese una funcion
primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2) .

F(x)= jG + ln(x)de = j% + [In(x)dx = In(x) + I, = In(x) + xIn(x) — x +C

I, = J.ln(x)dx = xIn(x) —J.x@ =xIn(x)—x
X

u=In(x) = du :ldx
X

dv=dx - v=x

Calculemos C : F(e)=1+e-e+C=2 > C=1. F(x)=In(x)+ xIn(x)—x+1

Septiembre 2005. Prueba-B

C-1.- Calctilese [ ——

x2+4x+13
S
x“+4x+13
:I dx2 :l de :lj. 23dt :larctg(t)+C=larclg(—x+2j+C

x+2)"+9 9 (x+2j . 9t +1 3 3 3
+
3
x+2

=t = ﬁ:a’t—>dx:3a’l‘
3 3
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Unidad 6. Integrales Indefinidas

Septiembre 2008 Prueba-A

C-4. Calcular [

J‘)c(x+l) I

x(x +1)

=In(x)—In(x + 1)+ C = ( al j+c

x—1
1 A4 B  A(x+1)+Bx
x(x+1) ¥ ox+l x(x+1)
1=A(x+1)+ Bx
x=-1—>1=-B
x=0—>A4=1

Septiembre 2008 Prueba-B

1
C-4. Calcular [ de
J~ dx lj‘ 3dt = arcsen (t)+ C = arcsen (
-1
_3 =t — dx=3dt

José Luis Lorente Aragon
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

TEMA 7. INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS.

1. Aproximacion de areas bajo una curva. Limite de la definicion, integral
definida.

2. Area comprendida por una funcion y el eje OX.

3. Area comprendida entre varias funciones
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Contexto con la P.A.U.

Los problemas relacionados con areas en selectividad aparecen, bien en cuestiones de
un punto, o bien en un apartado de un problema de funciones.

Por lo general, cuando las integrales definidas aparecen en cuestiones de un punto, se
suelen pedir las areas encerradas entre parabolas y rectas; y cuando estan en un apartado
de un problema de funciones, el area es la comprendida entre la funcion del problema y
el eje OX.

ANEXO:
Representacion de parabolas: y=f(x)=ax*+bx-+tc:
- Vértice en V(x0,yo0), donde x¢o=-b/2a y yo=1(Xo)
- Si a>0 funcién céncava hacia arriba (U), y si a<0 concava hacia abajo (M)

- Los puntos de corte con el eje OX son las soluciones de la ecuacion de segundo
grado ax*+bx+c=0. Nota:

=  Siyp>0ya>0,no corta con el eje OX
= Siyp<0y a<0,no corta con el eje OX
Ejemplo: FX2+5X+6
V(Xo.yo): Xg=—— = —2.5; yy=f(-2.5)=-0.25. Por tanto V(-2.5.-0.25)

5+V52-24
Puntos de corte x = ——— = {

:g > (-3,0), (-2,0)
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

1. Aproximacion de areas bajo una curva. Limite de la definicion,
integral definida.

Hay infinidad de funciones extraidas del mundo real (cientifico, econémico, fisica...)
para las cuales tiene especial relevancia calcular el area bajo su grafica. Vamos a
ocuparnos del calculo de estas dreas. Veamos un ejemplo practico; imaginemos que la
funcion v(t) representa la velocidad de un cuerpo en el tiempo, con la siguiente grafica:

Queremos calcular el espacio recorrido entre t=a y t=b, por dicho cuerpo. El espacio
serd igual al area comprendida entre la grafica y el eje de abscisas en el intervalo [a,b].

Una idea, utilizada desde la antigiiedad para medir areas, consiste en dividir el intervalo
(b—a)

n
siguientes puntos: a=x<x;<...<X,=b, donde x;=at+ €, x,=a+2 € ...

[a,b] en n pequefios tramos amplitud & = . Estos tramos tienen por extremos los

Podemos aproximar el 4rea como la suma de los rectangulos con base £ y de altura m;o
M;, donde m; es el menor valor de la funcién en el intervalo [x;,Xi+1], y M; el mayor
valor de la funcion en el intervalo [X;,Xj+1].

Veamos graficamente las areas calculadas:

=3

/|
Vv

R
FF]
P

a) Suma superior b) Suma inferior
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Designemos al area calculada en a) como suma superior de Rieman, S(f(x)), siendo la
calculada en b) la suma inferior de Rieman, s(f(x)).

Se cumple: S(f(x)) irea>s(f(x))

Los valores de las sumas de Rieman son:
*  S(f(x))=Mi(x1-x0)TMa(x2-X1)+... +Mp(Xp=Xp-1)
*  s(f(x))= my(x1-Xo)tmy(X2-X1)+. .. +Mp(Xy-Xn.1)

Es facil darse cuenta que cuanto mayor sea el nimero, n, de intervalos, y por tanto

cuanto menor sea £, mas se aproximaran al area exacta S(f(x)) y s(f(x). Asi si n—>oo,
s(f(x))=area=S(f(x)).

Se cumple asi que lims(f(x)) =1lmS(f(x)) = J-b f(x)dx, que es la integral definida de

f(x) con extremos a y b.

Regla de Barrow: Si F(x) es una primitiva de f(x), el valor de la integral definida de f(x)
es: Area= J.b f(x)dx = F(b)—F(a)

Ejemplo, sea un movimiento con aceleracion constante a, v=v, +at. Sea vo=40m/s y

a=g=-10m/s> > v(t)=40-10t. Queremos calcular el espacio recorrido desde t=0 hasta
que el cuerpo se pare t=4s:

v

N
(]

-

4

4

4
S:E(“O—mf)df:[“o’—%)lz} [t + pa*] =s, —s, =(404-547)-(400-50*)=80-0=80 m

0 0

2. Area comprendida por una funcién y el eje 0X

En el apartado anterior la funcion f(x) siempre estaba sobre el eje OX (f(x)>0). En el
caso de que la funcidén por debajo del eje OX (f(x)<0) el area que obtendremos por el
método de la integral definida sera la misma pero negativa.

De esta forma, para calcular el area comprendida entre la funcion f(x) y el eje OX,
tendremos que ver primero los intervalos donde la funcién es positiva, y cuando es
negativa. Supongamos que queremos calcular el area de la siguiente curva y el eje OX:
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

Area=A+ArtAs= [ f@)dx— [ f(0dx+ [ f(x)dx

Conclusion, pasos para calcular el area entre una curva y el eje OX:
1) Calcular los puntos de corte de la funcién con el eje OX
2) Estudiar el signo de la funcién entre los puntos de corte
3) Calcular una primitiva de f(x), F(x).

4) Calcular el area en cada intervalo y sumarlas.

Ejemplos:
Septiembre del 2005. Prueba A.

PR-2.b) Calculese el area delimitada por la grafica de f(x) y las rectas x=-1, x=1, y=0.

In(1+x2), x>0

x? x<0

Corte con eje OX:

f(x)=0 2> In(1+x%)=0 > 1+x’=e"=1 2> x’=0 > x=0

Siendof(x){

Intervalo (-1,0) (0,1)
Signo f(x) + +
Area A= IO x’dx A= Il In(1+ x? )dx
-1 0
3 0
A1=J'°x2dx=x— —o0-[-1]=Lw033342
-1 3, 3 3

2
F= I In(1 + x?)dx =x-In(1+x%)- J' Zx ~dx =x-In(1+x?)-2x+2arctg(x)
1+x

e

u=In(1+x%) du = 2x —dx
I+ x

dv=dx V=X

Az= f; In(l+x*)dx =F (1) ~ F(0) = (In(2) ~ 2+ 2aretg(1)) ~ (0-In(1) ~ 20 + 2arcig(0))

José Luis Lorente Aragon
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Unidad 7. Integrales definidas. Areas

=In(2)-2+2-m/4-(2-0)=In(2)+1/2-2=0,26-u>
A=A +A,=1/3+Hn(2)+1/2-2= In(2)+1/2-5/3=0,6-u’
Nota: el resultado de los arcotangentes, arcosenos y arcocosenos se dan en radianes.

Ayuda para el calculo de F(x):

J. 2x° dx=J-2dx—J. 2 =2x—2arctg(x)

7 =

1+x° I+x
2x* | x* +1
-2x*-2 2
-2
—

Junio del 2006. Prueba B
PR-2. b) Calculese el area de la region limitada por f(x)ij—:y las rectas x=0, x=20),

y=0.

Corte con eje OX: f(x)=0 =2 x=1

3

A,

Intervalo (0,1) (1,20)

Signo f(x) - +

, 1x—1 20 x —1
Area A1=-jx dx A2=jl i_ﬂdx

A=A +A,
A=— j lx—:dx =—[x—2In(x+D)], =-{(1-21In@2))-(0-2In(1))] = =(1-21n(2)) =0,37-u*
0 x
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A= fox—: dx=[x-2In(c+ D" =(20-2In@ 1) - (1-21n@)) =19-21nQ2 ) +2InQ) u’~14,3u>
X

[ ;‘:dpjldx—zjxdfl =x—2In(x+1)

A=18-2In(21)+4In(2) =14,67-u*

2Xx
x2+1

Ejercicio Calcular el area comprendida entre el eje x, x=-1, x=7 y la funcion f(x)=

Corte con el eje OX: f(x)=0>x=0

Intervalos (-1,0) (0,7)
Signo f(x) - +
. 0 2x 7 2x
Area A= e A=, S

2x

F(x)=] dx =In(x> +1)

x2+1

4, == 2 g =fin(x* + D], =~[n(D) - (In(2))] = n(2)=0.7 7

1x? 41
4, = [ =2 ar=in(x” + 1], = [(1n(50)) - (In(1)] = In(50) =3,90"
0 x"+1
A=In(2)+In(50) =~4,6-u*

3. Area comprendida entre varias funciones

Cuando queremos calcular el area comprendida entre dos funciones, f(x) y g(x),
tendremos que restar al area de la funciéon que estd por encima menos la funcién que
esta por debajo. Pasos
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- Calcular los puntos donde se cortan las dos funciones. Estos se obtienen
resolviendo la ecuacion f(x)=g(x),

- En los intervalos definidos por los puntos de corte vemos si f(x) estd por encima
de g(x) 2 f(x)>g(x) o por debajo 2> f(x)<g(x).

- El 4rea en cada intervalo es la integral definida con extremos los del intervalo y
funcion de integracion (f(x)-g(x)) si f(x)>g(x) 6 (g(x)-f(x)) si f(x)<g(x)

Ejemplo grafico:

N

Intervalo (a,b) (b,c) (c,d)
Encima g(x) f(x) g(x)
Debajo f(x) g(x) f(x)

Area A1=Jj gx)—f(x) | A= JZ f(x)—g(x) | As= f g(x)—f (%)

Ejercicios:
Septiembre 2006. Prueba A

C-4. Estudiar el area del recinto limitado por la curva y=x’-3x*+2x y su recta tangente
en x=0.

a) recta tangente, m=f"(0)=2 - (0,f(0))=(0,0) = y=2x
Puntos de corte f(x)= x’-3x*+2x y g(X)=2x
x>-3x42x=2x D>x>-3x%=0 > x=0, x=3

Grdfico de la funcion f(x) y la recta tangente:
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—4

Cuando no nos dan los intervalos de integracidon en X, entonces se supone que el area
pedida es el area entre sus dos puntos de corte.

Intervalo (0,3)
Encima 2x
Debajo X>-3x24+2x

7 _ 3 3 )
Area A= L 2x—(x° = 3x> +2x)

4 3 _
A=[ 20-(* =3¢ + 2xpte=| - 42| = 8 7)o (0) = 108827 o 6 5.2
0 4 ] U4 4 4

Junio 2006. Prueba A

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por la parabola y=-x" y la recta y=2x-3.
Puntos de corte f(x)=-x y g(x)=2x-3

—x’=2x-3 > x*+2x-3=0 > x=1,x=-3

Intervalo (-3,1)
Encima X
Debajo 2x-3

Area A= ﬁ (— x* —(2x— 3))dx
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R S 1

=(—%—1+3)—(9—9—9)=%“2 =10,7u’

15

i@

—4 -2 2

—15

Junio 2005, Prueba B

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por las graficas de las funciones
y0)=x", y=g(x)=x"/2, y=h(x)=2x

Puntos de corte graficas

f(x) y g(x)> x*=x*2 > x=0

f(x) y h(x)> x*=2x > x=0, x=2
g(x) y h(x)=> x*/2=2x > x=0, x=4

X2/2
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Intervalo 0,2) (2,4)
Encima x> 2x
Debajo x2/2 X2

Area A= .[02 (x2 - x%)dx A= E (2x — )dx

A= [ == [x—;jdx = {X—JZ = (%j ~(0)= §u2z1,3-u2

0

4

:(16—ﬁJ—(4—§) _12-20 8 e
) 6 6 6 3

Y SO VRN D
AQ—L (2x— A)dx—{x 6}
A=A +A=41’
Septiembre de 2004, Prueba A

C-4.- Hallese el area del recinto limitado por las parabolas de ecuaciones respectivas
y=f{x)=6x-x" e y=g(x)=x"-2x.

Veamos los puntos de corte: 6x-x"=x"-2x >2x°-8x=0 > x=0, x=4

Intervalo (0,4)
Encima 6x-x°
Debajo X2-2x

Area A= J.; (6x —xt=(x* - 2x))dx

4
A:J:(6x—x2 —x’ +2x))dxzjj(8x—2x2 )a’x:{4x2 —2—;31) =(64—%gj—(0):%u2 ~20,lu’

—-18
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Septiembre de 2004, Prueba B

C-3.- Hallese el area limitada por las graficas de las funciones y:f(x):3x-x2, y=g(x)=2x-2

Veamos los puntos de corte: 3x-x"=2x-2 > x*-x-2=0 > x=2, x=-1

Intervalo (-1,2)
encima 3x-x"
debajo 2x-2 .

Area A= J._zl (3x -x’=(2x-2) )dx

3

2 2 RIS 2 8 11 9
A:I_l(3x—x2 _2x+2))a’x=J'_l(x—x2 +2))dx:{7—?+2x11 :(2—§+4j—(5+—_2j25

=4,5u°

Junio de 2007, Prueba B

C-4. Hallese el area limitada por las graficas de las funciones cuyas expresiones
analiticas son y=f{x)=x"-4, y=g(x)=3x-6

Puntos de Corte: x*-4=3x-6 > x>-3x+2=0 > x=2, x=1.

Intervalo (1,2)
Encima 3x-6
Debajo x4

Area J; ’ (3x —6—(x" — 4))dx

\’3

) 2
A:J‘lz(3x—6—(x2 _4))dx:J'12(_x2 +3x—2)dx:{—x—;+%_2x}

8 13
(= +6-4)—(—=+>-2)=0.17 u’
(5 +6-4) = (3 +2-2)
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Junio 2004. Prueba A

PR-1. Sea la funcion y=2-¢>".

b) Calculese el area de la region plana comprendida entre la grafica de la funcion y las rectas
x=1yx=-1.

y=2e = 2:e* si x<0
2 si x>0

Veamos si f(x) corta el eje OX: (y=0) > 0=2-¢2*-> no solucion. Luego solo hay que
considerar en el intervalo el valor x=0 (donde cambia de expresion analitica). Se cumple
que f(x)>0 en todo intervalo:

Intervalo (-1,0) (0,1)
Area A1=I12'ezxdx A2=J:2'e_2xdx
L 2x
F(x):j2.62x:2e :eZX
2.e*
G(x)=|2e =— =—e
=] .

A= [ 2e dr=F(0)-F(-)=1-¢? = 0,86 u’

A—fz-“d = G(1) = G(0) =~ 0,86 1>
=[[ 27 dx = 6() - 6(0) =086 u

A=A1+A2 =172 u*

Junio 2005. Prueba A
PR-2.- b) f(x)=e*™*" calciilese ff xf (x)dx.

J-13xf(x)dx = J‘l3x_e1_x2dx =F(3)-F(1)= _%(6—8 —60) ~05

F(x) =J. xe'

dr__ —lj‘ e'dt =—lel_"2
2x 2 2

= =t & —2x=dt — dt =3
—2x
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Junio 2004. Prueba B

PR-2.- Sea f{x)=x’+ax’+bx+c. Determinense a, b y ¢ de modo que f{x) tenga un
extremo relativo en x=0, la recta tangente a la grafica de f{x) en x=1/ sea paralela a la
recta y-4x=0, y el area comprendida por la grafica de f{x), el eje OX 'y las rectas x=0,

x=1,seaigual a 1.
Calculemos las derivadas > f ’(x)=3x*+2ax+b
a) Extremo relativo en x=0 = {"(0)=b = b=0
b) Recta tangente en x=1 y paralela a y=4x = f’(1)=3+2a=4 - a=1/2

4 3 !
¢) f(x)=x>+0.5x*+c QJ‘;(xS +0.5x° +c)dx={%+%+cx} :i+%+c =1-2>c¢=7/12

0

Junio 2007. Prueba A
PR2- b) Sea f(x)=——

x2-1"
x=—4,x=-2.

Calcular el area de la region limitada por dicha grafica y las rectas

Veamos en este intervalo si la funcion esta por encima o debajo del eje OX—> f(x)=0 2>
x=0. Ademas tiene asintotas verticales son en x=1y x=-1. Pero ninguno de estos valores
de x estdn en el intervalo (-4,-2) y por esto f(x) mismo signo en este intervalo:

Intervalo (-4,-2)
Signo(f(x)) -
. -2 X
Area A=- _[4 R dx

X 1 2x 1
F(x)=j x2_1dx=5j xZ_Idx=51n(x2—1)

A=- j_z Y dx=(F(-2)-F(-4))=-(0.5In(3)-0.5In(15))=0,5In(5)=~0,805u>

2
“4x°—1

-3
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Junio 2008. Prueba B

sen(x?)

PR2- Sea f(x)—{ x '

x%? —2x six<0

SEX> 0 p) Caleular [727x? £ (x)dx

Como (\/ﬁ, \/21‘[) cumple que x > 0 es la segunda expresion de la funcién

oz, _mzsen(xz) _Jﬁ 2 _1@ 2 _
X f(x)dx = X dx—L; xsen(x )dx—a.[/; 2xsen(x”)dx =

= {— lcos(xz)}m = —1(005(27z —cos(7)) = —l(l -(-1)=-1
L2 s 2 2 -

Junio 2007. Prueba A

C-4.- Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y=In(x), el eje OX y las
rectas x=1 y x=2.

Tenemos que ver el signo de la funcion en el intervalo (1,2):

In(x)=0 >x=e¢"=1. Como 1¢(1,2) la funcién no cambia de signo, veamos el signo:

Intervalo (1,2)
Signo(f(x)) +
7 2
Area A= J.l In(x)dx

F(x)= j In(x) =xIn(x) - j xd—; = x(In(x) - 1)

u=In(x) — duzﬁ
X

dv=dx - v=x

A= [ In()dx =F(2)-F(1)=[2-1n(2)-2-(In(1)-1)]-2In(2)-1=0.39-u

Septiembre 2007. Prueba B

PR-2.- Sea la funcion f(x) =
eje OX vy las rectas x=-2, x=2.

x
x2+4"

El 4rea de la region limitada por la grafica de f, el

Tenemos que ver el signo de la funcién en el intervalo (-2,2):

f(x)=0 = x=0. Como 0 (-2,2) cambia de signo:

Intervalo (-2,0) (0,2)

Signo(f(x)) - +

, 0 2
Area A1=-j2 224dx A2=I i dx
2 x
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X ¢ 2x
dx =—
x> +4 2'[x2+4

F(x)= j dx :%m(x2 +4)

1

Ar= fz xzi4 dx= _% In@)—In@)] 5 InQ) = 0354 ‘
el el-tooeose T

A= A+ A=In(2)=0,7 u?

-0.6

Septiembre 2005. Prueba B

PR-2.- Sea P(a, sen a) un punto de la grafica de la funcion f(x)=sen(x) en el intervalo
[0,7]. Sea r la recta tangente a dicha grafica en el punto P y A, el area de la region
p

determinada por las rectas r,, x=0, x=7, y=0. Calculese el punto P para el cual el 4rea 4,
es minima. (Nota: Puede asumirse, sin demostrar, que la recta r,, se mantiene por encima
del eje OX entre 0 y 7)

Calculemos la recta r,: m=f"(a)=cos(a) y que pasa por P(a, sen(a))

rp: y=cos(a)(x-a)+sen(a)=cos(a)x-a-cos(a)+sen(a)

cos(a)x’

5 +(—acos(a)+ sen(a))x | =

0

A= Lﬂ (cos(a)x —acos(a) + sen(a))dx = {
1 2 1 2

= Ecos(a)ﬂ' —arncos(a)+ men(a)—0 = 5 cos(a)mr” —armcos(a)+ msen(a)

Luego la funcién a minimizar es f(a)= %cos(a)iz'2 —armcos(a)+ msen(a)

f'(a)= — %sen(a)iz'2 + amsen(a) — rcos(a) + wcos(a) = sen(a)ax — x> /2) =0

an-n*/2=0 > a = % , sen(a)=0-> so6lo a=0. Sélo a = % €(0,m)

Demostremos que para este valor de a el area es maxima f’ ’(a)=cos(a)(am-1*/2)+Tsen(a)
f (E )>0 minimo.

Luego la recta es y= cos(g)x- g-cos(g)Jrsen(g) 21, y=1.
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Unidad 8. Matrices

TEMA 8. MATRICES.

N —

S

. Definicion de Matrices y tipos de Matrices
. Operaciones con Matrices

2.1.Igualdad de Matrices

2.2.Suma de Matrices

2.3.Producto de una Matriz por un numero (escalar)

Producto de Matrices

Transposicion de Matrices. Matrices simétricas y antisimétricas

. Matriz inversa

5.1.Definicion.
5.2.Calculo
Resolucion de ecuaciones matriciales

José Luis Lorente Aragon
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Contexto con la P.A.U.

En este tema comienza el Bloque II de Algebra Lineal. Por lo general en los examenes
de la P.A.U. suele haber un problema relacionado con la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, que veremos en el tema 10, y una o dos cuestiones relativas a:

resolucion de ecuaciones matriciales, este tema

dada una matriz A calculo del valor de A", este tema
calculo de determinantes, tema 9

comprobar si una matriz es inversible o no, tema 9

Por lo general tanto el problema como las cuestiones relativas a este bloque que ahora
empezamos suelen ser metodicas, y por tanto sencillas.
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1. Definiciones de Matrices y tipos de Matrices

El concepto de Matriz es sencillo, es una tabla con m filas y n columnas de nimeros
reales ordenados (m,ne N). Veamos una definicion mas matematica de las matrices

Definicion: se llama matriz de dimension mxn al conjunto de niumeros reales dispuestos
en m filas y n columnas de la siguiente forma:

Gy Gy o Gy

ay Ayp .. 4y, . . . .
A= con aj=elemento de la matriz A situado en la fila 1 y columna |

a,, A, .. a,,

Muchas veces la matriz A se denota también como A=(a;j)

Definicion: El conjunto de todas las matrices con m filas y n columnas se denota como
Mym(R).

2 3

1
Asi A=
4 5 6

J 2> Ae M2X3(R)

Definicion: dimension de una matriz es el numero de filas y columnas de la misma, en
el ejemplo anterior, A es de dimension 2x3

Tipos de matrices:

1. Matrices cuadradas: son las matrices que tienen igual nimero de filas que de
columnas (m=n), y que como veremos son las unicas que pueden multiplicarse entre
si en cualquiera de los dos posiciones. El conjunto de todas las matrices cuadradas
con n filas y columnas se denotan como M;,(R) 0 My(R).

2 1
Ejemplo: B= (1 2] , BeM2o(R) 6 BeM»y(R)

Elementos de las matrices cuadradas:

a. Diagonal principal: elementos de la forma aj;, es decir en la diagonal que
va desde a;; hasta a,,

b. Diagonal secundaria: elementos de la forma a;j donde i+j=n+1, es decir
los elementos en la diagonal que va desde a;, hasta a;

—— Diagonal principal i=j

---- Diagonal secundaria i+j=4+1=5
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2. Matrices triangulares superiores e inferiores: son las matrices cuadradas tal que:
a. Superior: elementos debajo diagonal de la principal son nulos a;=0 si 1>]

b. Inferior: elementos encima de la diagonal principal son nulos a;;=0 si i<j

4 1 2 -2 0 0
A=|0 =3 1| triangular superior B=| 1 2 0| triangular inf erior
0 0 8 -3 4 5

3. Matrices diagonales: matrices cuadradas donde todos los elementos fuera de la
diagonal son cero.

2 0 0 O

0 -3 0 O
D=

0 0 10 O

O 0 0 -5

4. Matriz escalar: matriz diagonal en el que todos los términos de la diagonal son
iguales:

E =

S O N
S NN O
N O O

5. Matriz unidad o matriz identidad: matriz escalar cuyos elementos son 1. Se denota

como [ o Id:
10 . )
I=1d, = 0 1 (matriz identidad de orden 2)
1 00
I=1d,=|0 1 O |(matriz identidad de orden 3)
0 0 1
1 0 0O
I=1d, = 0 100 (matriz identidad de orden 4)
0 01 0
0 0 01

6. Matriz columna: toda matriz con una sola columna—> M;,,;(R)

1
C=| 2 Ce M3X1(R)
-3

7. Matriz fila: toda matriz con una unica fila 2 M, (R)
F=(0 -1 3)FeMa(R)
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Anotaciones:

e Toda matriz diagonal es triangular, tanto superior como inferior, pues los
elementos por encima y por debajo de la diagonal son nulos.

e Toda matriz escalar es diagonal.

e [.a matriz identidad es una matriz escalar.

Ejercicio 1. Escribir matrices de los siguientes tipos:
a) De dimension 3x2
b) Cuadrada de dimension 4
¢) Triangular inferior de dimension 3
d) Diagonal de dimension 4

e) (Qué tipo de matriz es de dimension 1x1? Pon un ejemplo. ;Cuadl sera la matriz
identidad de dimension 1?

Solucion:
7 1
a 2 3
4 7
2
5 6 8
b.
1 1
-1 1 -1 =2
1 0 O
c. 2 10 0
-3 8 11
1 0 0 O
02 00
d.
0 0 3 0
0 0 0 4

e. 1 fila y una columna = los ntimeros reales M4 (R)=R, ejemplos 2,-1.3,
y la identidad es 1.

Ejercicio 2.Decir que tipo de matrices y de que dimension son las siguientes matrices:

32 1 ! 70 0
)y |0 4 7 b)1 )(21_1jd)070
a C

-1 -3 4 0
00 -2 . 00 7
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a. Matriz cuadrada, triangular superior, dimension 3x3(M3x3(R)) o cuadrada de
dimension 3.

b. Matriz columna de dimension 4x1 (Muy;(R))
Matriz rectangular de dimension 2x3 (May3(R))

d. Matriz cuadrada, escalar de dimension 3x3 (M343(R)) o simplemente matriz
cuadrada de dimension 3.

2. Operaciones con matrices

2.1 Igualdad de matrices

Definicion: dos matrices M y N se dicen que son iguales (M=N) si se cumplen:
- misma dimension

- elementos que ocupan el mismo lugar son iguales.

2.2 Suma de matrices

Solo se pueden sumar matrices de la misma dimension, veamos en qué consiste la suma
de matrices:

Definicion: la suma de dos matrices de dimensiéon A y B es otra matriz que se denota
como A+B con misma dimension que las otras dos y definida como
A+B=(ajj))*+(b;j)=(ajj+b;j). Es decir A+B se obtiene sumando los elementos que ocupan la
misma posicion en las dos matrices que suman.

Veamos un ejemplo de dos matrices A,Be Myx3(R)

A_’_Bz(all ay, al3j+(bll by, blsJ:(an"'bn a, +b, a13+b13]

ay Ay Ay b,y by by ay +by  ay+by ay+by
Propiedades de la suma de matrices: como la suma de matrices definidas a partir de la
suma de niameros reales cumple las mismas propiedades que estos, es decir:
- Asociativa: A+(B+C)=(A+B) +C

- Elemento neutro A+0=A, con O la matriz de igual dimension que A con todos
sus coeficientes iguales a cero

- Elemento opuesto: A+(-A)=0, con (-A)=(-a;j) es decir los elementos opuestos a
los de la matriz A.
- Conmutativa: A+B=B+A

Ejemplo de elemento opuesto:

3 -1 4 -3 1 -4
A= , —A=
(o 1 2) (o -1 —2}
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2.3 Producto de una matriz por un numero (escalar)

Definicion: Sea keR (escalar) y A=(a;j) una matriz de dimension mxn (A€ Mpx(R)).El
producto de k por A es otra matriz k-A de misma dimension tal que:

k-A=k(ajj)=(k-a;), es decir la matriz k-A se obtiene de multiplicar por k cada elemento
de la matriz A.

ay 4 ag ka,  ka,, ka;
Ejemplo: Ac M33(R): . a, A, Ay |=|ka, ka, ka,,
a4z 4y kay ka,, kay

Propiedades:
- k(A+B)=kA+kB

(6 90 6 6 )
- (kH)A=k-A+tA
- k(tA)=(kt)A
- A=A

Ejercicio 3: sacar factor comun un escalar de las siguientes matrices de forma que éstas
se simplifiquen

4 8 -4 1 2 -1
A=|0 4 16 |=4/0 1 4
12 0 0 30 0
1 -3 1
B 4 ngg(z -6 1)
-1 3 1] 8{-2 3 2
4 8 4

36 12 31
C= =12
—48 48 -4 4
11 0 0 1 0 0
D=0 11 o|=11{0 1 of=111d
0 0 11 0 0 1

Nota: siempre que de forma sencilla se pueda sacar factor comun, simplificando la
matriz, se recomienda sacar éste, ya que se simplifican los célculos, especialmente en la
multiplicacion de matrices, como veremos en el apartado siguiente.

2a Zb):( a+5 7+a+b)

Ejercicio 4: Calcular el valorde a, b, c y d: <2c 2d otc+d 3d44

2a=at+5 2> a=5

2b=7+a+b 2 b=12
2¢=-2+c+d 2 ¢=d-2 2¢c=-6
2d=3d+4 > d=-4
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Ejercicio 5: dadas las matrices A, B y C calcular las siguientes operaciones:
1 -1 4 0 -1 2
0 1 -1 =2 -2 3
5 -1
a) A+B=
-1 -1

(— 2 - 3}
b) A-B-C=
3 0

29 —15
¢) 3A+5B-6C=
7 =25

Ejercicio 6: resolver los siguientes sistemas

mmy:(l ’ 2)
-2 10

(2)X—3Y:(_4 -3 _2]
-1 0 1

1 2 2 -4 -3 =2
Llamemos A= y B=
-2 1 0 -1 0 1

a)

98 6
(1)-2:2) > Y+6Y=A-2B > Y=1/7(A-2B)=%(0 | 2J

1{-1 3 4
X=B+3Y=—
7\=7 3 1

(1))(+Y—(2 IJ
b) 30

(2)X_Y=(6 2]
0 1

2 1 6 2
Llamamos A= y B=
3 0 0 1

()+(2)=> 2X=A+B > X=1/2(A+B):%G i’j

(-4 -1
Y=A-X==
203 -1
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H2X+Y= 51
g o -2

(2)X+2Y:(1 O]
—2 4

3 1 1 0
Llamamos A= y B=
0 -2 -2 4

1(1 1
1)-2(2)~> -3Y=A-2B 2 Y=-1/3(A-2B)= ——
(1)-2(2) (A-2B) 3(4 _IOJ

(5 2
X=B-2Y=—
3(2

c)

-8

3. Producto de Matrices

El producto de matrices es una operacion mas compleja que las anteriores. Para poder
multiplicar dos matrices es necesario que el n° de columnas de la primera matriz del
producto sea igual al n° de filas de la segunda matriz. Veamos la definicion del producto
de matrices:

Definicion: El producto de la matriz A=(aj)€ Mmxn ¥ B=(bij)e My, €s otra matriz
C=A-Be My, con igual n°® de filas que A y de columnas que B, tal que el elemento de
la matriz C que ocupa la fila i y columna j, c;; se obtiene multiplicando la fila i-esima de
la primera matriz con la columna j-ésima de la segunda.

Resulta mas sencillo comprender el producto de matrices a partir de varios ejemplos:

1 2 3)(1 11+20+3(=1)) (-2
45 61 0 |=|41+50+6(-1)|=|-2
7 8 9)l-1) (71+80+9(-1)) |-2

360 60 30
(i 11

1 2 3._11 (2) C(M42(-1)+33  10+22+3(-4)) (8 -8
45 6 T 415D +63 40+52+6(-4)) (17 -14
T $_+T A T
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~N b~ =
oo D N

3

1 23
6 |

4 5 6
9

No se puede multiplicar, pues la primera matriz tiene 3 columnas y la segunda 2 filas.

Nota: Veamos la utilidad de sacar factor comun en el producto de matrices con un
ejemplo:

50 0)f0 30) (500+300 5030+0(-90) ) ( O 1500
100 50){30 —90) (100-0+30:50 30100+50-(=90)) |1500 —1500

o 1 0 0 1 [0+01 I1+0(-3) 0 1
Mas simple—> 50 30 =1500 =1500
2 1 I -3 0-2+11 12+41(-3) I -1

Ejercicio7: ver todos los productos posibles con las siguientes matrices y calcularlos:

1 2 3 1
21 0
A=|1 1 1|, B=|2], C=
345
01 -1 1

Ae Msy3, BE Miy, Ce Mays, solo posibles los siguientes productos:

1 2 331 1+4+3 8
AB=|1 1 1 [2|=]1+2+1|=|4
01 -1){1 0+2-1 1
3x3 3x1 3x1
1 2 3
210 2+1+0 4+1+0 6+1+0 3 5 7
C-A= 11 1 1 |= =
3 4 5 0 1 i 3+444+0 6+4+5 9+4-5 7 15 8
2x3 3x3 2x3
1
21 0 24+2++0 4 1
C-B= 2= = =4
Oz
2x3 3x1 2x1

1 -1
A= B={2 0 0
1 3
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1 1 0 -1 8§ 6 8
AB=|4 5 6|2 0 0 |=/20 12 14
7 1 2 3 32 18 20

0 -1)(1 2 3 -6 -6 -6

B-A=|2 0 0|14 5 6|=2 4 6

2 3 )\7 8 9 30 36 42

Nota: en las matrices cuadradas, no siempre cumplen que A-B#B-A, es decir no se
cumple la propiedad conmutativa del producto de matrices. Existen algin tipo de
matrices que si conmutan, A-B=B-A, si esto ocurre se dice que 4 y B conmutan

Ejercicio 9: Calcular A*-B?, (A+B)’ y (A-B)” siendo A y B las siguientes matrices:

1 2 0 0 1 2
A=|0 1 1/|,B=[-11 0
2 1 -1 0 2 1
1 2 0Y1 2 0 1 4 2
a)A’=|0 1 1 {0 1 1 |=|2 2 0] noteseque no coincide con elevar al
21 —-1J)l2 1 =1) (o 4 2
cuadrado cada término de A
0 1 2)(0 1 2 -1 5 2
B=-11 0f-11 0ol=|-1 0 =2
0 2 1J)lo 21 -2 4 1
1 4 2) (-1 5 2 2 -1 0
A2B=[2 2 0]-|-1 0 =2|=|3 2 2
0 4 2 |-2 4 1 2 0 1
1 3 2\(1 2 2 15 5
b) (A+BY’=(A+B)(A+B)=| -1 2 1}{-1 2 1|=/-1 4 0
2 3 0|2 0) \-1 12 7
1 1 =21 1 =2) (-2 3 3
¢) (A-B’=(A-B)(A-B)=|1 0 1|1l 0 11|=|3 0 -4
2 -1 =212 -1 =2) (-3 4 -1

Nota: al no ser conmutativo el producto de las matrices se cumple que las igualdades
notables no son ciertas cuando A y B son matrices—>

(A+B)’=A"+B’+AB+BA#4’+B’+24B
(A-B)*=A+B’-AB-BA#A’+B’-24B
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Ejercicio 10: Calcular los valores de x e y que verifican las siguientes igualdades:
I x\(x vy 0 0
a) | =
2 yJ)\3 4 0 0
4x=0
1 +3 +4 0 0 +4x=0
X\(x y)_[x+3x y+dx) 9y X > x=y=0
2 y)\3 4 2x+3y 2y+4y 0 0 2x+3y=0

o Y

5 x)f-x 2 (=5x+5x 10-xy) 0 10—-xy) (0 0O N
y 2\ 5 —y) [ 10=xy 2y-2y) 10-x» 0 ) |0 0

10-xy=0-> x-y=10

Ejercicio 11. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes identidades para A y B
cualquier matriz:

a) (A+B)’=A’+B*+2AB - Falsa AB#BA (A+B)’=A’+B*+AB+BA#A*+B’+2AB
b) (A-B)*=A?+B%-2AB - Falsa AB#BA (A-B)’=A*+B*-AB-BA#A*+B*+2AB
¢) (A+B)(A-B)=A%-B? > Falsa AB#BA (A+B)(A-B)=A’-B-AB+BA

Ejercicio 12: Calcular las matrices que conmuten con la matriz A y B, siendo:

0 0 O
A=(; 1),B=(1 0 o)
1 1 0
a) Si conmutan se cumple que AX=XA -

11_xy_xy.ll_)x+zy+t_xx+y

0 1)z ¢) \z ¢)lo 1 z t ) \z z+t¢

X+z=x

y+t=x+y . X y 1 1

z=0,x=t,y cualquiera — 0 conmuta con 0 1 Vx,y€ R
x

z=2z

t=z+t

b) Si conmutan se cumple que BX=XB >
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a b c¢)(0 0 O 0 0 O0\fa b c b+c ¢ 0 0 0 0
d e fl{1 0 O|=1 0 Of{d e fl|—ole+f f O0|=| a b c
g h )i 1 0) (1L 1 O)\g h i h+i i 0 a+d b+e c+f
b+c=0

c=0

e+ f=a

f=b a 0 0 0 0 O

c=0 —¢=0,b=0,f=0,e=a=i,d=h—>|d a O0|conmutacon|1 0 O0|Va,d,ge R
h+i=a+d g d a 1 1 0

0=0

i=b+e

O=c+ f

0 -1
1 0
Veamos lo que vale A% A’, y a partir de sus valores busquemos el valor de A™

, (0 =1N(0 -1} (-1 0

A= : = =—1Id
1 o1 o 0 -1

A'=A-A’=A(-ld)=-A

A*=A%A=(-1d)(-1d)=Id
A=A*A=1d(A)=A

Ejercicio 13. Sea A:( ) calcular A", Calcular A*, A”’

A n =144k elresto de dividir n entre 4 es 1
_|=1d n=2+4k elresto de dividir n entre 4 es 2
-4 n=3+4k elresto de dividir n entre 4 es 3

Id n=4k elresto de dividir n entre 4 es 0

An

Asi A*=-1d, ya que el resto de dividir 50 entre 4 es 2.
A”’=A, ya que el resto de dividir 97 entre 4 es 1

Ejercicio 14: Sea A=(2 _11) calcular A™,

9a-(; 1)
b) A:((l) )

1
1
1 0 1
c)A=(010)
00 1
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a)
, (1 1)1 1 141 1+1 2 2
4° = : = = =24
1 1)\ 1 1+1 1+1 2 2
22 27
A3:Az-A:2A~A:2-A2:2-2-/1:4-/1:(2 2}
22 2
A= 4> 4=444=84

2n71 2n71
n _ An-l, _
A - 2 A - [211—1 2n—1j

. 3 1 3)(1 1 1 3+1 1 4
0 1/{0 1 0 1 0 1
1 n
A" =
©)
1 0 1)1 0 1 1 0 2
A*=44=|0 1 0}{O0O 1 0|=/0 1 0
0 0 1){0 0 1 0 0 1
1 0 2\(1 0 1 1 0 3
A=4>4={0 1 0[{O0 1 0|=l0 1 0
0 0 1){0 0 1 0 0 1
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Ejercicio 15. Sea A una matriz que conmuta con B y C. Demostrar que es cierta la
igualdad (B-C)-A=A-(B-C)

Si A y B conmutan 2> A-B=B-A

Si A y C conmutan 2> A-C=C-A

(B-:C)-A=B-(C-A)=B-(A-C)=(B-A)-C=(A-B)-C=A-(B-C)

Ejerciciol6 ;Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir A'-B'y
B-A?

Sea A€ Muu(R) y Be Mpy(R).
Si existe A‘B 2 n=p
Si existe B-A 2 q=m

So6lo existe A'B y B-A si A€ My Y BE Muxm. Un caso particular es cuando m=n, es
decir las dos matrices son matrices cuadradas.

4. Transposicion de Matrices.Matrices simétricas y antisimétricas

Definicion: sea una matriz A€ Mxn(R) se llama matriz transpuesta y se escribe como
A'e Mym(R) que resulta de cambiar las filas por las columnas.

Ejemplos:
1 4
12 3]
A= A'=|2 5
4 5 6
36
B=|2| B'=(1 2 3)
3
1 2 3 1 7
C=|4 5 6/ C'=|2 5 8
7 369
Propiedades:
1. (AY=A
2. (A+B)'=A+B'
3. (k'A)=kA'
4. (A-B)=B"A'
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Las transposiciones de matrices nos permiten definir dos tipos de matrices: simétricas y
antisimétricas. Definamoslas:

a) Matriz simétrica: es toda matriz cuadrada Ae M;;,(R) tal que coincide con su
transpuesta A' = A=A', es decir los elementos simétricos respecto a la
diagonal son iguales, veamos un ejemplo de dimension 3:

a x y a x y
A=|x b z| A'=|x b =z
y z ¢ y z ¢

b) Matriz antisimétrica: es toda matriz cuadrada Ae M;x,(R) tal que coincide con
el opuesto de su transpuesta -A' > A=-A', es decir los elementos simétricos
respecto a la diagonal son opuestos, y los de la diagonal son cero. Veamos un
ejemplo de dimension 3:

0 x vy 0 —x -y 0 x vy
A=|-x 0 z| A'=|x 0 -z|=—-x 0 z|=-4
-y -z 0 vy z 0 -y -z 0

Ejercicio 17. Demostrar las propiedades de matrices traspuestas a partir de las
siguientes matrices:

SET
I N

0 (O i I S S W R (O
P2: (A+B) = + = = =A'+B = + =
3 4)\4 5 79) (509 2 4/ 1357509
t((q 2}] (—k 2th (—k SkJ , (—1 3] (—k 3kj
P3: (k-A)=| k = = o kA = -
3 4 3k 4k 2k 4k 2 4) |2k 4k
t((—l 2}(1 3D [7 7}’ [7 19) o (1 4}(—1 3) (7 19j
P4:(A-B)= - - - SBA = . _
3 4)4 5 19 29) |7 29 3 5)l2 4) |7 29
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Ejercicio 18: Escribir una matriz simétrica y antismétrica de dimension 2,3 y 4.

1 2 0o 2
simetrica S = antismeétrica A=

2 4] (— 2 O]

1 2 3 0 2 3
simetrica S=(2 -3 9 antismetrica A=|-2 0 9

3 9 5 -3 -9 0

1 3 4 5 0 1 2 3

) 3 3 6 2 -1 0 4 5

simétrica S = antisimeétrica A=

4 6 2 0 -2 -4 0 6

5 2 0 7 -3 =5 -6 0

Ejercicio 19. Encontrar todas las matrices A antisimétricas y S simétricas de orden 2
que verifican A*=Id y S*=Id

0

- X

, (0 x)(0 x) (-=x* 0 ) (1 O
A= —x 0.—x o) | o —=x*) lo 1 > x’=1 imposible, es decir no hay

ninguna matriz antismétrica de orden 2 que al cuadrado sea igual a la Id.

X
Si A es antisimétrica de orden 2 entonces es de la siguiente forma 4 = ( Oj’ VxeR

X
Si S es simétrica de orden 2 es de la siguiente forma S = (y ] , VX,y,2e R
X z
g2 [V XY oY) xX*+y° x+xz) (10
x z)\x z wH+xz x> +z’ 0 1 >
D x*+y* =1

(2)x* + z> =1 | delaecuacion 3 obtenemos x(y+2)=0 2> x=0 0 y=-z

B)yx+xz=0

caso l: x=0 2 y=+%1,z=%1

5= » 8y = Sy = S, =
0 1 O -1 0 -1 0 _1
caso 2: y=-z > x*+y’=1 x=+ /l—yz

y NIESE y —1=y? le si -1<y<1
S. = , S = S€ Cump (] Slempre que ) /A
5 [vl—yz -y J ° (— =y -y

(radicando positivo).
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Ejercicio 20. Descomponer toda matriz cuadrada como suma de una matriz simétrica y
otra antisimétrica

Sea Be My, 1a matriz cuadrada, veamos las siguientes matrices:

B+ B’ imétri -2
S= — demostremos que es simétrica StZ[B —;B j -2 ; 2 =3
A= B-5 —> demostremos que es antismétrica At:(B ZB J = 2 25 ZB -

Tendremos que comprobar que la suma de A y S suman B:

B-B' B+B'

A+S B

5. Matriz inversa

5.1 Definicidn

Definicion: la matriz inversa de una matriz cuadrada AeMx,(R) es otra matriz
cuadrada de misma dimension que se denota como A™'e My (R) tal que se cumple:

A-A"'=A""A=1d con Ide My,(R)

No todas las matrices cuadradas tienen inversa, asi las matrices que tiene inversa se
llaman matrices regulares y las que no tienen inversa se denominan matrices
singulares.

5.2 Cdlculo de la inversa

El método mas sencillo para el célculo de la inversa lo veremos en el tema siguiente,
cuando definamos el determinante de las matrices.

Para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definicion:

Ejemplo:
=33 )
3 7 z t
4d- = 2 2'x Y 1 0
3 7))z ¢ 0 1
2x+2z 2y+2t) (1 0O
3x+7z 3y+7t) \0 1

Tenemos 4 ecuaciones con 4 incognitas, que podemos agruparlas en dos sistemas de dos
ecuaciones con dos incognitas:

(1) 2x+2z=1

(2) 2y+2t=0

(3) 3x+7z=0

(4) 3y+7t=1
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Los sistemas son:
(1) 2x+2221}
(3) 3x+7z=0
(2) 2y+2t=0
(4) 3y+7t=1 }

7 =2
Las soluciones son x=7/8, y=-1/4, z=-3/8 y t=1/4, conlo que A~ = l( ]

8\ -3 2

8 0 1 0

Comprobacion: A-A'1=l = =1d
8l0 8 0 1

Ejercicio 21. Calcular la inversa de las siguientes matrices

SRR I R M O M PO b
2 0 z t 2 0)\z ¢ 2x 2y 0 1
(1) z=1
(2) t=0

(3) 2x=0
(4) 2y=1

0 1
Solucién x=t=0 y=1/2z=1 > 4~ = [O J 1 ( J
1

1
517212 0
Comprobacion: A-A'1=%( J ( ]

1 2 1 2 +2 + 2t 1 0
b)A: Al— R A E
3 4 z t 3x+4z 3y +4¢ 0 1

(1) x+2z=1
(2) y+2t=0

(3) 3x+4z=0

(4) 3y+4t=1
(1) x+2z=1 }

x=-2, z=3/2
(3) 3x+4z=0

(2) y+2t=0
y=1,t=-1/2
(4) 3y+4t—

e —4 2
372 —1/2) 203 -1
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c)A:12A_1:xy912-xy=x+2Z y+2t:10
4 8 z t 4 8)\z ¢ 4x+8z 4y+8t 0 1
(1) x+2z=1
(2) y+2t=0

(3) 4x+8z=0
(4) 4y+8t=1

(1) x+2z=1
no solucion
(3) 4x+8z=0

(2) y+2t=0
no solucion
(4) 4y+8t=1

Luego la matriz A no tiene inversa, por lo que es una matriz singular .

6. Resolucion de ecuaciones matriciales

6.1 Definicion

Definicion: son ecuaciones algebraicas donde los coeficientes y las incognitas son
matrices.

Ejemplos

2 -1
(PAU JUN 2004 PRUEBA A, C-4) > X-B+B=B" siendo B=%( . j

1 11 -1 0 0
(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1)-> P"-B-P=A siendo P=|-1 0 1[4=[0 -1 0
0 -11 0 0 2

6.2 Resolucion de ecuaciones.

Tenemos que obtener la matriz incognita, que generalmente se denota como X,
despejandola de la igualdad. Para conseguirlo tenemos las siguientes reglas:

1) Siuna matriz esta sumando a un lado de la igualdad pasa restando al otro lado
de la igualdad y al revés.

X+B=C > X=C-B
X-B=C > X=C+B
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2) Si multiplicamos una matriz por la izquierda a un lado de la igualdad también lo
tenemos que hacer en el otro lado de la igualdad por la izquierda. Igual por la
derecha.

AX=B > ATAX=A"TB>Id X=A"B > X=A"B
X-A=B > X-A-A'=B-A"! > X1d=B-A"'> X=B-A"!

Ejemplo: veamos la resolucion de los dos anteriores ejemplos:

(PAU JUN 2004 PRUEBA B, C-4)

X_B+B:B—1 pasamos B otro miembro X‘B:B_I-B multiplicanos porB™ aladerecha X'B‘B_IZ(B_I-B)‘B_I
X-1d=(B'-B)B' > X=B'- B'-B- B'=B"- B'-Id

1 4 (2 1 2 1) (2 1)y (1 O
Calculando B™ tenemos que B = L con lo que X= . - -
(5 4 1 0) (4 4 4 11

4 5) 0 1) \4 4/ 11
(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1)

P-I_B_P:A multiplicamos por P por la izquierda PP-IBP:PA 9 IdBP:AP QBPZPA
multiplicamos por P™' por la derecha B'P’P_IZP'A'P_I QBZPAP_I

1 -2 1
Calculando P~ :% 1 1 —2| tenemos que la matriz B buscada es:
I 1 1
111—10011—211033 0 1 1
B=—101-O—10-§11—2=§303=101
0 -1 1)Lto 0 2 1 1 1 330 1 1 0

Ejercicio 22: Las matrices A tal que A=A se llaman idelpotentes, calcular las matrices
idelpotentes de orden 2

a b X a b\(fa b a’+b* ba+bc a b
b ¢ b c/\b c ab+bc c*+b* b ¢

) a*+b*=a
(2) ba+bc=>b
(3) ba+bc=>b
4 c*+b*=c

= (2) y (3) son iguales b=b(a+c) = caso 1: a=1-c ; caso 2 b=0
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Caso 1 a=l-c
Sustituyendo en (1) (1-¢)*+b*=(1-c) > b=++/c —c?

positivo)
2 2
A= l1-c c—c A= l1-c —\c—c
Ve—-¢? c —e—-c? c

Caso 2 b=0
Sustituyendo en (1) =2 a’=a a=1,0

¥V ce[0,1] (que son los valores de ¢ donde el radicando es

Sustituyendo en (4) > ¢*=c ¢=1,0

Esto nos genera 4 soluciones:

0 0 1 0 0 0 1 0
As= , Ag= , As= , Ae=
0 0 0 1 0 1 0 0

0 -1 -2
Ejercicio 23. Sea A la matriz (—1 0 —2). Calcular k tal que se cumpla la
1 1 3

siguiente igualdad (A-kId)*=0

-k -1 =2
(AkId)=| -1 -k =2
1 1 3-k
“k =1 =2\ [(=k -1 =2\(-k -1 =2
A=k’ =|-1 -k -2 | =|-1 -k =-2}{-1 -k -2 |=
1 1 3-k 1 1 3-kJL1 1 3-k
kK*—=1 2k-=2 4k —4 0 00
=| 2k-2 k*-1 4k—4 |=|0 0 0
—2k+2 —2k+2 5-6k+k* 0 0 0

Tenemos 9 ecuaciones con una incégnita, todas las ecuaciones tienen una solucion
comun k=1. Si la solucion fuera distinta en alguna otra ecuacion no tendria solucion
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Ejercicio 24. Calcular la matriz X, en la ecuacion matricial B(2A+Id)=AXA+B siendo

3 -3 -1 1 -1 2
A=l-4 1 -1]yB=[-1 0 1
2 0 1 0 -1 1
BQA+Id)=AXA+B — g Bovo mienbro_y B9 A +1d)-B=AXA>2BA=AXA

multiplica/nosporA_l porizquierda 2A—1BA: A—IAXAe 2A—1BA — XA multiplicamos A por la derecha
2A'BAA'=XAA'> 2A'B=X

1 2 3
Calculando A" (tema siguiente) 4" =| 2 5 7
-2 -4 -5
1 =1 2 -2 -8 14 -1 -4 7
-1
X=2A'B=2| 5 5 7 |{-1 0 1|7|-6 -18 32 |=2{-3 -9 16
-2 -4 -5)L0 -1 1 4 14 =26 2 7 —13
0 1 1
Ejercicio 25. Prueba que A*-A-21=0 siendo A=| 1 0 1. Calcula A" a partir de la
1 1 0
anterior igualdad:
0 1 1)(0 1 1 2 1 1
A*=|1 0 1[{1 0 1|=|1 2 1
1 1 0J{1 1 O 1 1 2
2 1 1 0 1 1 1 00 0 00
A*A21d=|1 2 1]-|1 0 1|2|/0 1 0|={0 0 0
I 1 2 1 1 0 0 0 1 0 00
(A-1d)

A?-A-21d=0 > A%-A=2Id > A(A-1d)=21d > AT =ld> A=

(o
A=51 11

1 1 -1

(A -1d)
2

Ejercicio 26. Si A y B son dos matrices diagonales de orden 2 demuestra que A-B=B-A.
Hallar las matrices diagonales que cumplan A%=Id

x 0 z 0 xz 0 xz 0
a) A= , B= 2> A-B= , B-A=
0 y 0 ¢ 0 yt 0 yt
0 0 2 1 0
b) o A =" 0 = 9x2=1,y2=1 >x=t1,y=%1
0 vy 0 y 0 y2 0 1

Luego hay 4 soluciones: A=| - ] ar=| 1 YAl O At
ucgo na soluciones. = . = 5 = 9 =
gohay “lo 1) Lo 1) o —1) o -1

José Luis Lorente Aragon 65



Unidad 8. Matrices

Ejercicios PAU:

Junio 2004.Prueba B

2 -1
-1 2

XB+B=B-1 pasamos B otro miembro X'BzB-l-B multiplicanos por B™ aladerecha X'B'B-lz(B-l-B)'B-l
X 1d=(B'-B)B"! > X=B"'-B'-B- B'=B!- B'-1d

1 4 (21 2 1)(2 1 1 0
Calculando B~ tenemos que B"= con lo que X= . - =
1 2 1 21 2)10 1
(5 4 1 0) (4 4 _4 11
4 5) 10 1) 4 4) 111

Septiembre 2004. Prueba B

C-4-Dada la matriz BZ& ( ) hallese una matriz X que verifique la ecuaciéon XB+B=B"".

1 1 1 -1 0 0
C-1) Dadas las matrices P = (—1 0 1) y A=< 0 -1 0), hallese la matriz B
| 0 -1 1 0 0 2
sabiendo que P BP=A.

P_I'B’P:A multiplicamos por P por la izquierda PP-IBP:PA 9 IdBP:AP QBPZPA
multiplicamos por P™' por la derecha B'P’P_IZP'A’P_l QBZPAP_I

1 -2 1
o1 .
Calculando P~ = 3 1 1 —2| tenemos que la matriz B buscada es:
1 1 1
1 Iy(-1 0 0 11 -2 1 10 3 3 0 1 1
B=—101-0—10-§11—2—5303:101
0 -1 1)L 0 0o 2 1 1 1 3 3 0 1 1 0

Junio 2005. Prueba B

1 0 O 1 0 0
C-1.- Dadas las matrices 4=[1 0 0|, C=l2 1 0 |, hallense las matrices X que
3 2 2
satisfacen XC+A=C+AZ.

1 00 1 0
XC+A=C+A® siendoA=|1 0 0|yC=|2 1
1 0 0 3 2

N OO

XC+A:C+A2 pasamos A al otro miembro XC:C+A2-A multiplicamos por c! por la derecha

XC-C'=(C+A%-A)-C! DX=(C+AZ-A)-C' > X=1d+(A%-A)-C"
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1 0 0)(L O O 1 00
Calculemos A*=|1 0 0[-[1 0 0|=|1 0 0|=A.Luego sustituyendo A=A en la
1 0 0J{1L 0 O 1 00

ecuacion matricial tenemos:

X=ld+(A-A)-C'=Id

Junio 2006. Prueba A

C-1- Hallense las matrices 4 cuadradas de orden 2, que verifican la igualdad:

AG D=0 1)

1 0 1 0 L0
A (1 J = ( ) J'A —> es equivalente a ver las matrices que conmutan con (1 J

Por resolucion de ecuaciones no podemos obtenerla, ya que no podemos despejar A, ya
que para eliminarla del primer miembro deberiamos multiplicar por A™!, pero entonces
tendriamos A y A" en el segundo miembro.

X
Para solucionar esto definamos la matriz A como A=( Jt}) Asi la igualdad es de la
z

siguiente:

S L Y M B M O
z t)\1l 1 I 1)z ¢ z+t ¢ x+z y+t
(1) xty=x =2 y=0

(2) y=y
(3) ztt=x+z Dt=x
Aytt=t  D>y=0

x 0
Luego A sera toda matriz AZ( j Vx,ze R.
z X

Comprobacion:

0 )

e
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Junio 2006. Prueba B

1 1 0 -1 0 0
C-1.- Dadas las matrices P=<—1 0 1) y A=< 0 -1 O), hallese
-1 -1 1 0O 0 2
razonadamente la matriz B sabiendo que BP=A.

BP=A > BPP'=AP! > B=AP!

1 -1 1
Calculando P (tema siguiente): P'=| o | _1]|.
1 0 1
-1 0 O I -1 1 -1 1 -1
EntoncesB=| 0 -1 0o['l0 1 -1|=|0 -1 1
0 0 21 0 1 2 0 2

Septiembre 2007. Prueba A

2 1

C-1.- Sean X una matriz 2x2, / la matriz identidad 2x2 y B=(0 1

que BX+B=B+1.

). Hallar X sabiendo

BX+B=B>+1 > BX=B>+1-B> B'(BX)=B"(B>+I-B)>
X=B'B>+B"'-B'B> X=B+B" -1

1 -1 31
Calculando B'1=l > X:l
210 2 2(0 2

Junio 2008. Prueba A

C-3.- Sean BZ(g g) y C=(183 g) calcular A sabiendo A>=B y A’=C

Veamos lo dificil que seria resolver el sistema de la siguiente forma

A_x yeAz_x yi[x y_x2+yz xy+yt| (S 3
= = = L=

z t z t)\z t xz+zt zy+t 3 2

A3_[x2+yz xy+yt}(x yj_(x3+xyz+xyz+yzt x2y+yzz+xyt+yt2j_(l3 8}

xz+zt Zy+z‘2 z t x22+xzt+22y+t22 xyz+yzz‘+zyt+z‘3 8 5

Tendremos que pensar en una forma mas sencilla para encontrar la matriz A:
Si B=A? y C=A’, entonces se cumple que C=A*A=B-A
C=B-A > B'-C=A

4 (2 -3 2 =3)(13 8§ 89 55
Calculando B"'= > A= . =
-3 5 -3 5 8 5 55 34
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Unidad 9.Determinantes

TEMA 9. DETERMINANTES.

[E—

e

. Conceptos previos, permutaciones
. Definicion general de determinantes
. Determinante de matrices de orden 2 y orden 3.

3.1.Determinante matrices cuadradas de orden 2

3.2.Determinante matrices cuadradas de orden 3

Determinante de algunas matrices especiales

Propiedades de los determinantes

Otros métodos de calcular los determinantes. Determinante de matriz de
orden 4

6.1.Por adjuntos

6.2.Haciendo cero una fila o una columna

6.3.Determinante de Vandermonde

Calculo de la matriz inversa.

. Rango de una matriz
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Contexto con la P.A.U.

El calculo de determinantes es muy importante, ya que se utilizara en el tema siguiente
en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, problema que generalmente sale en
una de las opciones del examen de P.A.U.

Ademas de la importancia relativa a su utilizacidon en los problemas del siguiente tema,
también es frecuente que en los exdmenes de selectividad haya cuestiones relacionadas
directamente con esta unidad, tales como:

e (Calculo de determinantes aplicando propiedades.
e (Calculo de determinantes 4x4
e (alculo de inversas

e Determinar si una matriz inversible
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1. Conceptos previos. Permutaciones

Antes de estudiar el determinante veamos primero lo que significa la permutacion, que
nos va a servir para luego definir el determinante.

Definicion: dado n elementos diferentes, permutaciones son las distintas posibles
ordenaciones de estos elementos. El conjunto de todas la permutaciones se denota como
Sh y el nimero total de permutaciones es de n!=n-(n-1)-(n-2)-...-1

Ejemplos: El conjunto de permutaciones de tres elementos, S3, vienen definidas por las
siguientes 3!=6 permutaciones:

C123=1d, G132, G231, G213, G312, O321.

Definicion: el indice de una permutacion es el minimo nimero de modificaciones que
debemos realizar a sus elementos para llegar a la permutacion identidad, donde todos
los elementos estan ordenados de menor a mayor (ejemplo G23=id en S3). Se denota
como i(c) donde G es la permutacion

Ejemplos:
G123 =2 1(0123)=0
O132 21(0132)=1 permutando el 3 y el 2 obtenemos la permutacion identidad

0312 21(0312)=2 permutando el 3 y el 2, y luego el 2 y el 1 obtenemos la
permutacion identidad

2. Definicion general de determinante

Definicion: Sea A=a;j una matriz cuadrada de orden n (A€ M;(R)) definimos como
determinante de A y se denota como |A| o det(A) al siguiente niamero real:

Gy o @

n

det(A) = Al=| ... . |= D (D", 4,0, (lasuma tienen! términos)

o€S,

a

nl nn

3. Determinante de Matrices de orden 2y 3

En este apartado vamos a ver a partir de la definicién del apartado anterior el valor del
determinante de las matrices 2x2 y 3x3

3.1 Determinante de matrices cuadras de orden 2.

. . , . a a
Sea la matriz Ae My, definida de forma genérica como 4 :( 712 " calculemos el
ay dp

determinante a partir de la definicion:

all a12

det(4) = 4 |= = Z(_l)i(w A5y Aoy = (_1)1(%)“11 Ayt (_1)1(021)‘112 Ay = Ay —Appidy

€S,

21 22
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Ejemplos:

301 301
A:(9 _J9|A|=‘9 _1‘=3-(—1)—(1-9)=—12

1 2 1 2
B= 2 |B|= =14-32)=-2
3 4 3 4
3.2. Determinante de matrices cuadradas de orden 3.

De la misma forma que en el apartado anterior veamos como calcular el determinante de
las matrices cuadradas de orden 3. En este caso el nimero de sumas sera 3!=6. Veremos
una regla nemotécnica, regla de Sarros, para recordar como calcularlo.

a; dp  dp

Sea AeMj3,3(R) definido de forma genérica como A=|a, a, a, |. Antes de

aplicar la definicion de determinante veamos las permutaciones y sus indices:
G123 = 1(0123)=0 par
O132 9i(6132):1 impar
0231 9i(6231):2 par
0213 21(6213)=1 impar
G312 21(0312)=2 par
01321 9i(6321):1 par
De esta forma:
ay, 4, da;
|Al=|ay  ayn  ay|=D"ayay ag + (=)' ayaya, + (1) ay, a0, +
a3 4y ds
+(=1)' Apyayds + (_1)2‘113 Ay ds + D' ay3aydy =

=(a),° Ay A3y + A1y A3 + Q137003 ) = (@)Ay3 703y + A1y, Ay; + Q13705 °A3))

Regla de Sarrus :
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Ejemplos:
1 2 3
4 5 6=(159+483+2:67)— (357 +861+429) = (45+84+96)—(105+48+72) =0
7 8 9
1 2
1 -1 3=[l(D)4+1(2)0+23 ()] -[0-(-1) (4)+124+(-2) 31 = (-4 +0—-24) —(0+8—6) =30
-4 -2

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes

a - 5‘ ) 5
a) =a —(-25=a" +25
5 a
p [ Yois-(8)=23
)|, [T (8)=
l1-a*> a-1 ) ) 5 5
c) =(l-a’)-(a-)(a+D)=1-a" —(a" -1)=2(1-a")
a+1 1
1 10
A1 0 1|=[101+110+110]-[0-:0-0 + 111+ 111] = -2
01 1
1 -2 3
e |0 3 4=[135+013+(=2)4(-4)]-[(-4)33+ 141+ 0(-2)-5] =79
-4 1 5
m 1 3
D11 =1 =1=[mE)m+13)3+1(D)S]|-[3(=1)5 +(B3) )y m+11m| =—m* —4m+1
5 -3 m

4. Determinante de algunas matrices especiales

En este apartado calcularemos de forma sencilla el valor de los determinantes de
algunas matrices cuadradas especiales.

1. Determinante de la matriz nula

La matriz cuadrada nula es aquella en la que todos los coeficientes son cero, se denota
como 0.

A=0 2> a;=0 Vije {1,2,....n} > [0|= D (-1)"q,, .. a

o€eSs,

0

no(n) =
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2. Determinante de la matriz identidad

Recordemos que la matriz identidad es aquella donde todos los elementos fuera de la
diagonal son nulos y los de la diagonal vale 1.

1 0 .. 0

0 1 .
Id =

0 .. .. 0

0 0 .. 1

Es facil comprobar que el valor del determinante identidad es la unidad, veamoslo a
partir de la definicién de determinante:

[1d] = > ()" a0y = (D)@ ay, . a, +0=11.1=1
oes,
3. Determinante de la matriz diagonal

Matrices diagonales son aquellas donde los elementos fuera de la diagonal son nulos,
pudiendo valer cualquier valor los elementos de la misma.

a, 0 .. 0
Do 0 a, .. 0
0 0 .. a

nn

Es facil de ver que el valor del determinante de la matriz diagonal es igual al producto
de los elementos de la diagonal. Es facil demostrarlo a partir de la definiciéon de
determinante.

_ i(0) .o — 0 . .o — . .o
|D| = Z(—l)’ o Uiy g = (D" ayayca,, +0=ay-ay..ca,

oes,

4. Determinante de la matriz triangular

Recordemos la definicion de matriz triangular superior e inferior:

a, 4ap a, a, 0 0
0 a a a a 0
2 2 21 2
Tq = " Tl =
0
0 0 ann anl an2 ann

El valor del determinante de las matrices triangulares, tanto superior como inferior, es
igual al producto de los elementos de la diagonal. La demostracion es mas complicada
que las anteriores.

|TS|2311‘322'...‘ann |Ti|=an‘a22-...‘ann
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5. Propiedades de los determinantes

En este apartado veremos las propiedades mas importantes de los determinantes, a partir
de las cuales sera facil calcular el valor de los determinantes de algunas matrices. Para
este apartado usaremos la siguiente notacion:

A€eM;(R) = formado por n filas A=(F;,...,F,) con F; fila i-ésima

—> formado por n columnas A=(Cy,...,C,) con C; la columna i-ésima.

Ejemplo:
1 2 3 1 2 3
A=(4 5 6 A:(Fl,Fz,F3); A:(C1,C2,C3) donde Fl =4 , F2 =5 , F3 =6
7 8 9 7 8 9
yCi=(123),C=(456)y C:=(789)

Propiedad 1: el determinante de una matriz es igual al determinante de de la matriz
transpuesta:

det(A)=det(A")

Importante: a partir de esta propiedad todas las propiedades de los determinantes que
relacionen columnas seran ciertas también para las filas y al revés.

Propiedad 2: si los elementos de una fila (o columna) de una matriz se le multiplican
por un nuimero el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por dicho
nimero:

det(Fl,Fz,. . .,kFi,. . .,Fn)= k‘det(Fl,Fz,. . .,Fi,. . .,Fn)
det(C,,Cy,...,CF,...,C,)= k-det(C4,Cs,...,Ci,...,Ch)

Ejemplo:

1 -3 5

A=2 3
0 1 1
1 -3 10

B=[2 3 12| - BJ=2|A]
0 1 2
1 -3 5

C=|-2 -3 —-6]| 2[C[=1A]
0 1 1
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Propiedad 3: Si a una matriz A€ M;,(R) la multiplicamos por un nimero k (B=k-A), el
determinante de la nueva matriz, B, es k" veces el determinante de A:

det(k-A)=k"-det(A)

Demostracion: a partir de la propiedad 2 es facil de ver esta propiedad:

det(k-A)=det(k-C, k-Cs,... k-Cy)=k-det(C1.K-Car... kCoy=  Kdet(Cy,Can... k-Co)=...=
=kn‘det(C 1,Co,...,Ch)

Ejemplo:
1 -3 5 2 -6 10
A=|2 3 6| B=24=|4 6 12| > |BF2’A|
0 1 1 0 2 2

Propiedad 4: Si los elementos de la columna i-esima (o una fila) de una matriz
cuadrada se puede descomponer como suma de columnas (o filas), su determinante sera
igual a la suma de los determinantes de las matrices que tienen las demas columnas
(filas) iguales y la i-ésima de cada uno de ellas una de las columnas de la suma

det(Fi, Fa,... . FitFy,...,Fn)= det(Fi,Fa,....Fi,....Fy)+ det(F, Fa,.. . . Fi’,.. . ,Fy)
det(Cl,Cz,. . .,Ci+Ci’,. . .,Cn)= det(Cl,Cz,. . .,Ci,. . .,Cn)+ det(Cl,Cz,. . .,Ci’,. ooy Cn)

Ejemplos:

I 5+2 3| (I 5 3] {1 2 3

4 0+7 —-1=4 0 -1+4 7 —-1=-61+73=12
0 3+46 5| 0 3 5/ [0 6 5

1+0 5+2 241 I 5 2 [0 2 1
4 7 -1|=4 7 -1+4 7 -1=16-4=12
0 9 5 09 5110 9 5

det(C;,Cg-ing ’,C3): del(C1,C2,C3)+ det(C;,Cg ’,C3)

Propiedad 5: El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto
de los determinantes de ambas matrices.

det(A-B)=det(A)-det(B)

Ejemplo:

o G )
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1
%
-2

11
‘:2-16=32
0
3 1
-1 5

‘:16

Propiedad 6: Si una matriz permuta dos columnas (filas),
signo.

su determinante cambia de

det(Fl,Fz,...,Fi, ceey Fj,...,Fn)= -det(Fl,Fz,...,Fj,..., Fi,...,Fn)
det(Cl,Cz,...,Ci, coey Ci,...,Cn)= -det(Cl,Cz,...,Ci,..., Ci,...,Cn)

Ejemplos:
1 3 4 3 1 4 4 3 1 |1 4 3 4 1 3 3 4 1
0 I O=—-1 0 O=—-0 1 O0|=—-0 0 1j=0 0 1= 0 O
-1 2 0 2 -1 0 0 2 -1 -1 0 2 [0 -1 20 2 0 -1

Propiedad 7: Si una matriz tiene una fila o una columna formada por ceros su

determinante es cero.

det(Fl, Fz,..., 0, coey Fn)=0

det(C,, G...., 0, ..., C,)=0

Ejemplo:
1 2 3 4 0
6 7 8 9 0 1 2 3
11 12 13 14 0=0 [0 0 0/=0
15 16 17 18 0 4 5 6
19 20 21 22 0

Propiedad 8: Si en una matriz dos filas o columnas son
determinante es cero:

det(Fy,..., Fiy.. .,k Fp....,Fn)=0
det(Cl,. ooy Ci,. . .,k‘Ci,. . .,Cn)=0

Ejemplos :

iguales o proporcionales su

det(F1,F2,F1)=0 ; det(F1,4F3,F3)=0; det(C;,C5,C2)=0; det(-2C5,C,,C3)=0

1 2 3 1 1 3
2 4 6/=0 2 2 6/=0
5 6 7 5 57
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Propiedad 9: Sea una matriz cuadrada donde los elementos de una fila (columna) son
combinacion lineal de las restantes filas (columnas) entonces su determinante es cero:

det(Fl, Fz,..., 7\,1‘F1+7L2‘F2+...+}\4-1‘Fi-1+7\.i+1‘Fi+1+...+7\4n‘Fn, coey Fn)=0
— -
——
Fila i
det(Cy, Cayeeey A*C1HA2 Cot.. .+ Ai*Cig HAit1°Cisr +e o . A Cyy <eey Cp)=0
— -
——
Columna i

Ejemplos:

det(F,2F3+3F-F4,F3,F4)=det(F;,2F3,F3,F4)+ det(F1,3F1,F3,F4)+ det(F;,-F4,F3,F4)=0

det(C1,2C41+3C1-C;5,C5,C4)=det(C,2C4,C3,Cy)+det(C1,3C4,C3,Cq)+det(C,-C3,C3,C4)=0
1 2 3
4 5 6 |=0
7 8 9

—F+2F,

Propiedad 10: si en una matriz su determinante es cero, entonces una fila (columna) es
combinacion lineal del resto de filas (columnas).

det(A)=0 =2 Fi=ArFi+hy Fot+. A Fiat i Fi e oA A0 Fa

Ci=A1'CitA2-Coto. oA Ciot A1 Cisa e o A AR Cyy

Conclusion: de la propiedad 9 y 10 |A=0 €-> una fila (columna) es combinacién
lineal del resto

Propiedad 11: El determinante de la matriz A™ es 1//A

1

detA)y="30 )

Se puede demostrar facilmente a partir de la propiedad 5:

A-A'=Id > det(A-A™)=det(A)-det(A™)=det(Id)=1 = det(A™)=

det(A)

Propiedad 12: Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinacion
lineal de otras filas (columnas), su determinante no varia.

det(FlaF29- -5 Fis.. -,Fn)=det(F1,F2,. . .,%1‘F1+A2‘F2+. . '+A'i-1'Fi-1+Fi+
+AisrFisrt.e ..t Fo, ..oy Fp)
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RESUMEN DE PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Pi:  det(A)=det(A")

Py:  det(FLFs,... KF,... .Fo)= k-det(F\,Fs,....Fi...,Fn)
det(C1,Ca,... kCi....Co)= k-det(C,Can.....Ci.....Cn)

P;: det(k'A)=k"det(A) con A€ My,

Py: det(Fy,Fo,... . Fi+Fy,... ,Fy)=det(F,Fa,.. . Fi,...,Fn)+ det(F,Fa,.. Fi,.. . ,Fy)
det(C,,Cy,...,.CiHCy,...,Ch)=det(Cy,Cy,...,C,,...,Ch)t det(Cy,Ca,...,Ci,...,.Ch)

Ps5: det(A-B)=det(A)-det(B)
Ps: det(F,Fa,....Fi, ..., Fj,...,Fn): -det(Fl,Fz,...,Fj,..., Fi,...,Fn)

P7: det(F1, Fz,..., 0, ceey Fn)=0
det(Cy, C,..., 0, ..., Cy)=0

Pg: det(Fy,..., Fi,....k'Fj,...,F,)=0
det(Cy,..., G,....kG;,...,Ch)=0

Py: det(Fy, Fa,..., A" Fi+Ay Fot. . A Fi A Fia . A A Fy, ..., F)=0

— v
——
Fila i
det(C1, Cz,..., 7»1-C1+7u2-C2+...+7ui_1-Ci_1+7ui+1-Ci+1+...+7un-Cn, ceey Cn)=0
— v
——
Columna 1

P1o: det(A)=0 2> Fi= A Fi+h Fot. . A Fiog A Fio+. . . A Fy
Ci=A - CiH A Cot. . AN Cig i1 G +. A Cy

Pii:  det(A)=1/det(A)

Piy:  det(Fi,F,,... Fi,... . Fy)=det(F,F,.. .,7\,1 ‘Fi+AoFot.. A Fi +F+
+7\«i+1 'Fi+1+. . .+7Ln'Fn, ooy Fn)
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Ejercicios

Ejercicio 2. Calcula el determinante de las siguientes matrices:

1 -3 4
a) A=| 0 2 5| >|A[=43
-1 -2 5
2 -1 -3
b)B=|6 7 —4|-> |B=127
9 1 0
a —a 0
)C=[0 a 1]|>|C-a’
0 4> 0
1 0 0
e > Dj=1-3-1-7)=-21 (triangular)
_ =1-3-1-(-7)=- riangular
21 53 1 :
06 056 8 —7

Ejercicio 3: Calcular el valor de los siguientes determinantes a partir de conocer el
determinante de A:

1 10 8 -5
-7 3 1 -
A= > det(A)=|A| =198
2 0
0 8 —7
2 10 8 -5 21 10 8 -5
14 3 1 2(-7) 3 1 -1
a) B= > det(B)= =7 =2 A=396
4 6 0 22 6 0
0 0 8 —7 20 0 8 -7
-3 -30 -24 15 —31 —310 -38 —3(-5)
-7 3 1 -1 -7 3 1 -1
b) C= S CE =—3| A|=-594
2 6 0 1 2 6 0 1
0o 8 -7 o o 8 -7
5 50 40 -25 51 510 58 5(=5)
-7 3 1 -1 -7 3 1 -1
¢) D= > Dl =52 A=1980
2 6 0 1 2 6 0 1
0 0 16 —14 0 0 28 2(-7)
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3 30 24 -15

21 9 3 -3 y
d) E= > [E[=3-A=3"|A|=16038
6 18 0 3

0 0 24 -21

Ejercicio 4. Sea A=(F1, F2, F3, F4), cuyo determinante es det(A)=|A|=-3, calcular el
valor del determinantes de las siguientes matrices:

a) B=(2F4, F2, F3, F4) = det(B)=2-det(F1, F2, F3, F4)=2:|A|=-6

b) C=(-F1, F2, F3, 4F4) = det(C)=-det( F1, F2, F3,4F4)=-4- det( F4, F2, F3,F4) =-
4|A|=12

c) D=5-A > [D|=5"A]
d) E= (2F1, 3F2,-2 F3, 5F4) = det(E)=2-det(F1, 3F2,-2 F3, 5F4)=
=2-3-det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=2-3-(-2)- det(F1, F2, F3, 5F4)=

=2-3+(-2)-5det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=-60-|A|=180

Ejercicio 5. Resolver los siguientes determinantes

a)
1 a b+cl [l a b+c+a I a 1
1 b c+al=[1 b c+a+b=(a+b+c)l b l=(a+b+c)0=0
P12 P2 P8
l ¢ a+bl [l ¢ a+b+c I ¢ 1
\ﬁf—/
Fy+Fy
b)
a c+d b 1 c+d b 1 c+d+b b 115
a b+d cl=all b+d c|=all b+d+c c|l=ab+c+d)l 1 cl=ab+c+d)0=0
P2 P12 P2 P8
a b+c d 1 b+c d 1 b+c+d d 11 d
%K_J
F+F
¢)
bc ¥ a bc 2y g | bc 2bc a |
ac ¥ bl=—I/ac 29, bl=——>Iac 2ac bj=——0=0
P2 gbc abc P8 gbc
ab ¥ ¢ ab 2y ¢ ab 2ab c
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Ejercicio 6 Demostrar

a) Si A’=A entonces |Aj=1 o |A|=-1

Si se cumple que A’=A entonces sus determinantes son iguales: |A*=|A|. Por la
propiedad 5 >|A’[=|A-A[=|A[|A[=|AF > [AP=[AL |AP-|A[=0-> |A|=0 y |A|=1

b) Si A-A'=Id entonces |A[=1 o |A|=1

Si se cumple que A-A'=Id entonces sus determinantes son iguales: |[A-A'|=[Id|. Por la
propiedades 1 y 5 de los determinantes: |A-A'[=|A[|A=|A[AFIAP S |AP=Id]D]A =1
> |A=L |Al=-1

Ejercicio 7. Encuentra una respuesta razonada a las siguientes cuestiones:

a) En un determinante realizamos una cierta permutacion de filas o columnas ;qué
podemos decir del nuevo determinante?

Si en un determinante el nimero de permutaciones es par, entonces el determinante no
cambia de valor. Si el numero de permutaciones es impar, entonces el determinante
cambia de signo.

b) Se sabe que det(A)=5 y Ae M, ;cuanto vale det(3A)?
Por la propiedad 3 como Ae M,(R) entonces |3-A|=3%|A[=45

¢) Si A y B son inversas, y |A|=3. ;cuanto vale [B|?
Si B=A"! por la propiedad 11 2> [B|=1/|A[=1/3

Ejercicio 8. Se sabe que |A|:g l(; ; = 5. Calcular
1 1 1

2a 2b 2c a b c a b c
a)|¥% 0 1|=21% 0 1:2%-3 0 2/=[A4]=5

1 1 1 1 11 1 1 1
b)

a b c a b c a b c a b c
3a+3 3b 3c+2P:4 3a 3b  3c|+| 3 0 2 ;0+ 3 0 2 |=
a+1l b+1 c+1| |a+1 b+1 c+] |a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1
a b c la b c a b c
=3 0 2[+[3 0 2P:80+3 0 2/=A4]=5

a b c |1 1 1 1 1 1

84 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU



Unidad 9.Determinantes

EXAMENES DE PAU, RELATIVOS PROPIEDEDES DETERMINANTES

Junio 2004. Prueba A

C-3.- Se tiene una matriz M cuadrada de orden 3 cuyas columnas son respectivamente
C;,C, y C; y cuyo determinante vale 2. Se considera la matriz A cuyas columnas son
(- C5, C3 + C, , 3C)). Calculese razonadamente el determinante de A en caso de que
exista esa matriz

M=(C,,C;,C3)  MJ=2

A=(-C,,C3+C2,3C))

det(-C2,C3+C5,3C)= det(-C2,C3,3C)+ det(-C2,C»,3C))= -3det(C,,C3,C1)+0=
=3det(C;,C3,Ca)= -3det(C,Co,C3)=-6

A" =-1/6

Septiembre 2004. Prueba A
C-1.- Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyo determinante vale 3, y sea la matriz

B=V3A. Calctlese el determinante de la matriz B.

Ae M4X4(R)

B34 > BI-(3)' | 41=31 4]=9

Junio 2005 Prueba A

C-1.- Sea 4 una matriz 2x2 de columnas C,, C, y determinante 4. Sea B otra matriz 2x2
de determinante 2. Si C es la matriz de columnas C;+C, y 3C,, calculese el
determinante de la matriz B-C™.

A=(C1,Cy) |Al=4

B: B|=2

C=(C,+C1,3Cy)
det(C)=det(C;+C5,3C)=det(C;,3C,)+det(Ca,3C2)=3-det(Cy,C2)+0=3|A|=12
det(B-C")=det((B)-det(C")=[B|/|C|=2/12=1/6

Septiembre 2005. Prueba A

C-1.- Sea la matriz A:(g lc)) Calculese el determinante de 4 sabiendo que A°-

2A4+1d=0, donde 1d es la matriz identidad y 0 es la matriz nula.

> be+b 2 - -~ 0 0
R c : @) 5 a2y as1d=|? 2a+1 bc+ba-2b _
0 c 0 ¢’ —2c+1 0 0
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) a*-2a+1=0
(2Q)bc+ba—-2b=0 ;> de (1) a=1 y de (3) c=1, sustituyendo en (2) b+b-2b=0 -
(3)c>=2c+1=0

1 b
ciertoVb%Az(O lj9|A|=1

Septiembre 2008 Prueba A

C-1.- Sea A una matriz 3x3 de columnas C;, C,, C;s (en ese orden). Sea B la matriz
de columnas C;+C,, 2- Ci+ 3-Cs, C, (en ese orden). Calcular el determinante de B en
funcion del de A .

|B|=det(C1+C2, 2- Ci+ 3-C;, Cy)=det(C, 2 C1+ 3:C3, Cy)+det(Cy, 2- Ci+ 3:C5, Cy)=
2-det(C1,C;,Cp)+3-det(C1,C3,Cr)+2-det(C,,C1,Co)+3-det(C,,Cs5,C,)=0+3-det(C,,C5,C,)+0
+0=-(-1)-3det(C,,C2,C3)=-3-|A|

6. Métodos de calculo del determinante. Determinante de orden 4.

Si queremos calcular el valor del determinante de una matriz Ae Mux4(R) por la
definicion tenemos 4!=24 productos y casi seguro que nos equivocaremos. Tendremos
que buscar algin otro método para calcular su valor. Para eso podemos aplicar las
propiedades vistas en el apartado anterior.

6.1 Por adjuntos

Para calcular el determinante de una matriz un método es el de los adjuntos. El método
consiste en tomar una fila (o columna), y multiplicar cada elemento de la fila (columna)
por su adjunto, que es determinante que se obtiene eliminando la fila y columna de

dicho coeficiente, multiplicado por -1 si es un elemento impar (fila+columna=n°® impar)

Para ver como calcularlo veamoslo con un ejemplo, que desarrollaremos por la primera
columna y la segunda fila:

1 0 3 -1

0 1 - 1 -2 2 0 3 -1 0 3 -1 0 3 -1

4 -1 32 o =l4-1 2 O0|+0(-D-1 2 O|+(-41 -2 2|+3-D1 -2 2
6 -1 —4 6 -1 -4 6 -1 -4 -1 2 0

3 6 -1 -4

=1-(-22)-4-37-4-37-3-(-6)= -152

1 0 3 -1
o 3 -1 |1 3 -1 1 0o -1 |1 o 3

0 1 -2 2

4 1 o o/FUEDEL 2 0f4l-4 2 0|44 <1 0424 -1 2
6 -1 — 3 -1 -4 36 - 36 -1

36 -1 -

=-54+2-25+2-(-74)= -152
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6.2 Haciendo ceros una fila o columna

Podemos utilizar la propiedad 12 y hacer que en una fila o una columna todos los
elementos menos uno (pivote) sean nulos. Desarrollando los determinantes por adjuntos
solo contribuye el del pivote, ya que el resto quedan multiplicados por 0.

Para matizar est¢ método veamos un ejemplo, calculando el determinante de la misma
matriz del ejemplo del apartado 6.1. Vamos a utilizar como pivote el elemento a;;, ya
que vale la unidad (que simplifica los calculos) y haremos cero todos los demas
elementos de la primera columna.

1 0 3 -1 {1 0 3 -1 K
1 -2 2 0 12 -2|F+F,
o 1 -2 2| 0 1 -2 2| F
= =1-1 14 —-4=-1 14 -4| F,
-4 -1 2 0| |0 =1 14 —4|F, +4F
6 -10 - 0 74 =25F, +6F,
3 6 -1 -4 |0 6 =10 -1|F,-3F
= (1) 1)12 T2y
- 74 -25
-2 5 32
S ) -2 -3 2 -5
Ejercicio 9: calcular |A| por alguno de los dos métodos anteriores A= 3 9 9
-1 6 4 3

Calculandolo 2 |A|=-4

6.3. Determinante de Vandermonde

Se llama matriz de Vandermonde a toda matriz de la siguiente forma

1 1 1
A= X Xy X
n-1 n—1 n-1
Xl x2 Xn

Para este tipo de matrices se cumple |A|=(Xy-X1) (Xn-X2). ..(Xn-Xn.1)". . ."(X2-X1)

Ejemplo:
1 1 1
A= x y =z 2 |ARF(@Ex)(z-y)(y-x)
x2 y2 22

Ejercicio 10: Calcular los siguientes determinantes

-2 1 3 -2 5

3 5
-15 13 -24
50 3 1] |0 =15 13 -24
a) = =I1-1 10 —=7|=-295
2 5 6 3 |0 -1 10 =7
5 1 7
-12 3 21 10 5 1 7
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I 1 1 1 1] (1 1 1
x+1 2 2 2
-1 x 1 1 1 |0 x+1 2 2 2 0 | 9
+
D)l -1 x 1 1=l x+1 2 2 |=1 * —(x+1)*
0 0 x+1 2
-1 -1 -1 x 1} |0 0 x+1 2
0 0 0 x+1
-1 -1 -1 -1 x [0 O 0 0 x+1
x+a b c x+a+b+c b c 1 b c
¢)| a x+b ¢ ;2a+x+b+c x+b ¢ P:2(x+a+b+c)1 x+b ¢
a b x+c |la+b+x+c b x+c 1 b x+c
%K—J
F+F+F
1 b c
x 0 5
=(x+a+b+c)l0 x 0=(x+a+b+c)~0 =(x+a+b+c)x
X
0 0 x
1 1 1
d)(a 2a 3a = (Ba-2a)Ba-a)QRa-a)=2a’

Vandermonde

2 2 2
a” 4a” 9a

X 343x x x 1 x x 1 x X
X 3+3x 3 x 1 3 x 0 3- 0 0
e) = =(3+3x) =(3+3x)
3 P23+ 3y x 3 1 x 3 0 3—-x O
X x 3 3+3x x x 3 1 x x 3 0 O 0 3-

=(3+3x)(3-x)’

7. Calculo de la Matriz Inversa

Mediante la definicion de determinante y la matriz adjunta se puede calcular de forma
sencilla la matriz inversa, en especial la inversa de la matrices 3x3.

Proposicion: Una matriz se dice regular, es decir, tiene inversa si su determinante no
es cero. En caso contrario la matriz es singular:

|A|20 > regular 3 A™!
|A[=0 > singular A A™

1 0 1
Para calcular de la matriz inversa, usaremos A=| =1 0 3 | como ejemplo:
2 -1 4
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1) Calculamos el determinante = |A|=4

1 -1 2
2) Trasponemos A > A'=|0 0 -1
1 3 4
‘o —1‘ 0 —1‘ ‘o o‘
3 4 1 4 I 3
3) Adjunta de la transpuesta: (AY)*= _‘—1 2‘ 1 2‘ _‘1 —1‘ =
3 4 1 4 I 3
-1 2 1 2 1 -1
‘0 —1‘ o —1‘ ‘0 0‘
3 -1 0
=10 2 -4
I 1 0
3 -1 0
4) Matriz inversa es 4~ :ﬁ((/;)’)‘“’ =i 10 2 —4
1 1 0

1 4
Veamos un ejemplo de una matriz 2x2 = AZ(O 2}

1) A2
o g1 0
) 4= 4 2

e [2 -4
3 () —(_0 1]

by L2 4
2(0 1

Ejercicio 11. Calcular la inversa de las siguientes matrices

() Lo 1(-4 =2
a) A= S A ==
-3 4 2(-3 -1

0 -3 Lo 1(-2 -3
b) A= A==
-1 2 3l-1 0

José Luis Lorente Aragon

&9



Unidad 9.Determinantes

2 -1 4 10 20 6
d A=|4 -1 -2 —>A—1:$-—10 -20 20
5 5 0 25 15 2
1 22 -1 2 0
e) A=|1 1 1|=>4'=0 1 -1
1 01 1 -2 1

Ejercicio 12. Calcular la x que hace singular la matriz

3 X —x
a)| 2 -1 3|=2x"+16x-12=0 > x*+8x-6=0 > x;=-4+/22 , x,=-4-/22

x 0 3 1 X 0 3
-2x-2 1 -3
-2 1 3 0 -2-2x 1 -3 5
b) = =4-3x 6 -9 =-9x " +6x+73=0
4 6 0 0 4-3x 6 -9
1 x -4
1 x =4 |0 1 x -4
1 74 1 74
X =—+—, X, =————
3 3 3 3
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EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS MATRIZ INVERSA

Septiembre de 2005. Prueba B

C-2.-Sea 4 :G g) Determinense los valores de m para los cuales A+mld no es

invertible (donde Id denota la matriz identidad).

2

1+m
B=A+m-Id=
2 3+m

J b~ < |B}#£0 > [BlEm>+4m-1=0 > m=-2++/5

Vme R-{-2+ NG ,;-2- NG } matriz regular y por tanto existe B!

Septiembre de 2006. Prueba B

1 2 a
C-2. Dada la matriz <2 a+1 0>determinar los valores de a para que exista matriz
3 4 5
inversa
1 2 a
P=[2 a+1 0| 3P & |P]£0 > |P|=-3a’+10a-15=0 > No solucidn, luego
3 4 5

VaeR existe la matriz inversa de P.

Junio 2007 PruebaA

4t 3a) y calcular la

C-1. Hallar para qué valores de a es inversible la matriz ((11

inversa para a=0

La matriz sera inversible si |A[#0. Calculemos para qué valores de a se cumple esta
premisa:

|Aj=a’-32-4=0 > a=4, a=-1. Luego Vac R-{-1,4} la matriz tiene inversa.

En concreto para a=0 es inversible > A = ((1) g)
Ay ar= () o) @nea=(0 ) ar =1 3
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8. Rango de una Matriz

Definicion: Menor de orden k de una matriz A€ Mx»(R) es toda submatriz con k filas
y k columnas pertenecientes a la matriz A

Ejemplo:
1 2 3 4
5 6 7 8
A=|9 10 11 12
13 14 15 16
17 18 19 20
2 3 4
Menor de orden 4 - o 102
13 14 15 16
17 18 19 20

1 2 3 1 3 4
Menordeorden3 > |5 6 7 [,[13 15 16/|...
17 18 19 17 19 20

1 23\(14 16
Menor de orden 2> , s e
13 14)\18 20

Menor de orden 1 =2(6), (20),...

Definicion de rango de una matriz A€ Mx,(R) es el orden del mayor menor con
determinante no nulo de la matriz A.

Como obtener el rango de una matriz:
1) Calculamos todos los menor de mayor dimension (k=min(m,n)) de la matriz A.
1.a. Si algin menor es distinto de cero = rang(A)=k
1.b. Si todos los menores son iguales a cero = rang(A)<k
2 ) Calculamos los menores de dimension k-1.
2.a Si algin menor es distinto de cero = rang(A)=k-1
2.b Si todos los menores son nulos >rang(A)<k-1

(..)

Esto termina cuando algiin menor es distinto de cero, siendo los calculados antes de
mayor dimension de cero.
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Ejemplo: Calcular el rangode A=| 2 4

1 2 3 4
6 9
-3 -6 -9 1

1. Calculamos los menores de orden 3=min(3,4):

1 2 3 1 3 4
2 4 6|=|2 6 9=
-3 -6 -9 -3 -9 1

2. Calcularemos los menores de

4
9 # 0 = rang(A)=2

:

1 2 4 2 3
2 4 9 =|4 6
-3 -6 1 -6 -9
orden 2

4
9/=0-> rang(A)<3
1

EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS AL RANGO

Septiembre de 2005. Prueba A.

1 2 1
C-2.- Discutase, segun el valor de a, el rango de la matriz A—(Z 1 3)

1 21

1 2 1
A=|2 1 3| |AF2 1 3|=-3a-1
01 a

0 1 a
Si a#-1/3 2 |A]#0 y rang(A)=3

1
Si a=1/3 = |A[F0, como

Septiembre de 2007. Prueba B

C-1.- Discutir, en funcion
2 1 m
matrizA=<1+m 2 3)
-2 -1 2
2 1 m
A={1+4m 2 3
-2 -1 2

del nimero

2
1‘ =-3#0 rang(A)=2

real

|A[=8-m-m?-6+4m+6-2-2m=-m*+m+6=0 > m=3, m=-2

Si meR-{-2,3} 2 |A|#0 y rang(A)=3

2
Veamos el rango sim=3 > 4=| 4
-2

1 3

2
2 3|.Como

-1 2

José Luis Lorente Aragon

m, el rango de

3
2‘ =7 # 0> rang(A)=2

la

93



Unidad 9.Determinantes

2 1 =2
Veamos el rangosim=-2 > 4=| -1 2 3 | Como
-2 -1 2

1
2‘ =5#0-> rang(A)=2
Conclusion: si m=3 o m=-2 el rang(A)=2 y si me R-{-2,3} el rang(A)=3.

Junio de 2008. Prueba B

1 3 -1 =5
-1 1 -3 -3
C-2. Calcular el rango de 4 =
4 0 -6
2 4 -1
1 3 -1 =5 F 1 3 -1 -5
4 -4 -8
-11 -3 -3 F+F|0 4 -4 -8
2 4 0 -6 F-2F0 -2 2 4
-7 7 14

3 2 4 -1 F,-3F0 -7 7 14
Como |A|=0 = rang(A)<4. Veamos uno de los menores de orden 3:
1 3 -1
-1 1 -3=4-18+2+12=0
2 4 0

Haciendo todos los menores de orden 3 dan cero.

1 3 _
-1 1

Rang(A)=2

4
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Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

UNIDAD 10. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1. Definiciones, tipos de sistemas y distintas formas de expresarlas
1.1.Definicion, sistemas equivalentes
1.2.Clases de sistemas de ecuaciones.
1.3.Expresion de sistemas en forma matricial

2. Sistemas de Cramer
Teorema de Roucheé-Frobenius. Discusion soluciones sistema

W

4. Resolucion general de sistemas de ecuaciones lineales por Cramer.

4.1.Sistemas compatibles determinados
4.2.Sistemas compatibles indeterminados
Resolucién de Sistemas homogéneos.

6. Resolucion de sistemas por Gauss.

93]
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Contexto con la P.A.U.

Por lo general en los examenes de selectividad, uno de los dos problemas de las dos
opciones es relativo al estudio y resolucion de sistemas. Suele ser un problema mas o
menos sencillo y metodico, con los que podremos obtener 3 puntos.

También en algunas ocasiones una cuestion del examen (valorada en 1 punto) esta
relacionada con la resolucion de sistemas, por lo general homogéneo.

Para la resolucion de estos problemas es esencial el cdlculo de determinantes y rangos
de matrices que vimos en el tema anterior.
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1. Definiciones, tipos de sistemas y distintas formas de
expresarlos

1.1 Definiciones. Sistemas equivalentes.

Definicion: se llama sistema de ecuaciones lineales con n incognitas al conjunto
formado por m ecuaciones con n incdgnitas.

ar;'XptaXot. .. Fay Xa=b (1)
a1 XotaxnXot. .. tar " X,=b, (2)
Am1 X1 amXot. . . Famn Xm=bm (m)
a;j coeficientes del sistema
b; términos independientes

Xj incognitas

Ejemplo
3x-4y+5z=1 (1)
2x+3y=5 (2) 3 ecuaciones y 3 incognitas
-x+y-z=-3 3)

2x+3y+z+t=1 (1)
x-t=0 (2) 2 ecuaciones y 4 incognitas
Resolver un sistema es obtener todas sus posibles soluciones.
S;= soluciones de (1)
S,= soluciones de (2)

- S= soluciones del sistema =S;NS;N...NS,, (comunes a todas)

Sm=soluciones de (m)

Definicion: Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Forma de
obtener sistemas equivalentes:

1) Sumar una constante a ambos miembros de la igualdad de una o varias

ecuaciones
x+y=2 x+y+3=5
S S’
3x+y=-2 3x+y=-2
S=S’
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2) Multiplicar por una constante, distinta de cero, a ambos lados de la igualdad de
una o varias ecuaciones

x+y=2 2x+2y=4
S S 29
3xt+y=-2 3x+y=-2
S=S>
3) Sustituir una ecuacioén por una combinacion lineal de la misma con las restantes
ecuaciones
(1) x+y=2 3(1)-(2) 2y=8
S S 299
(2)3x+y=- (2) 3x+y=-2
SES 299
4) Afadir o quitar ecuaciones que sean combinacion lineal de las restantes
ecuaciones:
(1) x+y=2 } (1) x+y=5
S
(2) 3x+y=-2 (2) 3xty=-2 »S7”

(1)+2(2)=(3) Tx+3y=1
S=5""

1.2. Clases de sistemas de ecuaciones

Dos criterios para clasificar los sistemas de ecuaciones lineales:
1. Segun el valor de los términos independientes:
- Homogéneos: todos los términos independientes son nulos

- No homogéneos: algin término independiente es diferente de cero

3x+y=0 3x+y=2
Homogéneo No homogéneo

-5x+y=0 3x+y=0

2. Segun el numero de soluciones:
- Compatibles: tienen solucion
* Determinados: Unica solucion
» Indeterminados: infinitas soluciones
- Incompatibles: sin solucion.
Ejemplos:

x+y=2
- x=y=1  Compatible determinado
x-y=0
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xty=1 =2 y=1-x Compatible indeterminado
xty=2

sin solucion  Incompatible
x+y=0

1.3. Expresion de sistemas en forma matricial

Una manera mas comoda y util de trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales es de
forma matricial. El sistema visto en el apartado 1.1 de forma matricial vendra definido
como:

a4, a, | % b,
a, 4y ay, || X2 b,
= ——> AX=B
a, a,, .. a, J\x, b,
—_—
4 X B

A=Matriz de coeficientes

all alz coe aln bl
* a,, a, .. a,b
A’'=Matriz ampliada =(A|b)=| ' 2 o by
a,, A, .. a,Db,
Ejemplo:
2x-y+3z=2
-x-2y+z=0
x+y-z=-1
2 b x 2 2 -1 3 2
1 1 -1 z 1 1 | -1 -1
A-X=B

2. Sistemas de Cramer

Definicion: un sistema de ecuaciones lineales se dice que es de Cramer si cumple las
siguientes condiciones:

- Mismo nimero de ecuaciones que de incoégnitas n=m
- El determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero |A|#0

Los sistemas de Cramer son todos compatibles determinados (una sola solucion).

José Luis Lorente Aragon 101




Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

Existen dos métodos de resolucion de los sistemas de Cramer.

Meétodol: a partir de la matriz inversa.

El sistema de Cramer se puede escribir en forma matricial como AX=b, y tal que A
tiene inversa al ser una matriz cuadrada con determinante distinto de cero. Asi podemos
expresar las soluciones como:

X=A""B
Ejemplo:
x+y+z=3

x-y=0 3 ecuaciones y 3 incognitas, |A[=3#0->Sistema de Cramer
x-z=0

11
A=[1 -1 :>A1—
10
3
Jo|=1
3
0

3
3|=|1| 2>x=y=z=1
3

1 1 =2 1

Meétodo2: por desarrollo de columnas

En este método no tendremos que calcular la matriz inversa, sino tantos determinantes
como incognitas suele resultar mas sencillo

b a, .. q, a, b a, a, 4ap b,
b, ay .. a, a, b, a,, a) ay b,
bn anZ ann anl bn ann anl anZ b bn
= = R S
1 | A| ’ | A ||
Ejemplo: veamos el sistema anterior

3 1 1 1 3 1 1 1

0O -1 0 1 0 O 1 -1 0O

0O 0 -1 3 1 0 -1 3
3 3 . 3 3
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Ejercicio 1: Resuelve los siguientes sistemas a partir de Cramer si es posible.

x+3y-z=-5
-X-2y+z=4

5x+4z=8
1 3 -1
A=| -1 =2 1 | Sistema de Cramer pues tiene 3 ecuaciones y 3 incognitas y |A|=9+0
5 0 4
Métodol:
-8 —-12 1 X -8 —12 1)\(-5 0 0
A'1=é9 9 0X=y=é9 9 0'4=é—9=—1
10 15 1 z 10 15 1) 8 18 2
x=0, y=-1, z=2
Método 2:
-5 3 -1 1 -5 -1 1 3 =5
4 -2 1 -1 4 1 -1 -2 4
8 0 4 5 8 4| - 5 0 8
X= :9:0 y= :—9_—1’22 :ﬁzz
9 9 9 9 9

3. Teorema de Rouche-Frobenius. Discusion soluciones del Sistema

Teorema: sea un sistema con m ecuaciones lineales con n incdgnitas, el sistema es
compatible (tiene soluciones) si, y sélo si, el rango de la matriz de los coeficientes es
igual al rango de la matriz ampliada

Sistema compatible €2 rang(A)=rang(A*)

Segun la relacion entre el rango y el nimero de incognitas tenemos que el sistema sera
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible. Vedmoslo en la
siguiente tabla resumen:

1. rang(A)#rang(A")~> Sistema incompatible (no solucion)
2. rang(A)=rang(A*)=r
a) si r=n (n=n° incognitas)—> Compatible determinado

b)si r<n (n=n° incognitas)—> Compatible indeterminado con n-r parametros libres
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4. Resolucion general de sistemas de ecuaciones por Cramer.

En el apartado 2 vimos como resolver sistemas con igual nimero de incognitas que de
ecuaciones cuando el determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero.
En este apartado vamos a ser mds genéricos, resolviendo por Cramer todo tipo de
sistema compatible; es decir sistemas en los que rang(A)Zrang(A*) tanto si son
compatibles determinados como indeterminados. Veamos uno a uno los dos casos:

4.1. Compatible determinado

Para que un sistema sea compatible determinado es necesario que el numero de
ecuaciones m sea mayor o igual que el de incognitas n (m=n), y que se cumpa que
rang(A)Zrang(A*)Zn. De esta forma so6lo hay n ecuaciones independientes, tal que si el
sistema tiene m ecuaciones, m-n son dispensables y podemos eliminarlas. Es importante
comprobar que las n ecuaciones escogidas sean independientes, lo cual se comprueba
viendo que el rango del nuevo sistema continie siendo n. El nuevo sistema sera
equivalente al anterior (misma solucion) y se puede resolver por Cramer.

Ejemplo:

x+y=7
2x-y=-7 (S) el sistema no puede ser de Cramer pues n#m
Tx-2y=-14

1 1
A=|2 -1 |rang(A)=2 yaque ; _11‘ =-3#0

3 -2

1 1 7

A'=[2 -1 =7 |,rang(A")=2 ya que |A"]=0

7 -2 -14

rang(A)=rang(A")=2=n (n°incognitas)> Compatible determinado.

Como el rango es 2, tenemos solo 2 ecuaciones linealmente independientes, de forma
que podemos eliminar una de las 3 ecuaciones, de manera que el rango del sistema
continte siendo 2.

Vamos a quitar la tercera ecuacion pues, cuando calculamos el rango de A
comprobamos que, para los coeficientes de las dos primeras ecuaciones, el determinante
es distinto de cero.

x+y=7

2x-y=-7

1 1
(S’)%A’=(2 J |A’|=-3#0 rang (A’)=2 = S=S’ (mismas soluciones)

Solucidn: (S”) es ahora de Cramer
7 1 1 7
-7 -1 2 =7 =21
X = 0 y: = =
-3 -3 -3

7
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4.2. Compatible indeterminado

Sea un sistema con m ecuaciones y n incégnitas, tal que rang(A)=rang(A’)=r<n,
entonces el sistema es compatible indeterminado con n-r parametros libres.

Tenemos asi que buscar un sistema equivalente con r ecuaciones y r incognitas:
1. Tomamos r ecuaciones independientes (rango del sistema es r)

2. Pasamos n-r incognitas a la derecha de la igualdad y las tratamos como parte del
término independiente (parametros libres).

3. El sistema se resuelve por Cramer con n-r parametros libres

Ejemplo:
x+ty+z=3
-X-y+2z=0¢(S)
x+y+4z=6
1 1 1 1 1
A=|-1 -1 2| A=[-1 -1 2 0

Si calculamos los rangos se cumple que rang(A)Zrang(A*)=2. Luego el sistema es
compatible indeterminado con 3-2=1 pardmetro libre.

Tomaremos la z como parametro libre y las 2 primeras ecuaciones:
x+y=3-z
(8
-X-y=-27
1 1 , .
A= - |A’|=0 por lo tanto el rango no serd 2, tenemos que o bien coger la

otra ecuacioén o cambiar de parametro libre. Cambiaremos de pardmetro tomando la
y:

x+z=3-y
(5)
-X+2z=y
1 1 ) .
A= | 2 |A”’|=3#0 - rang (A’”)=2 = S=S’’ (mismas soluciones)

Tenemos asi que S’’ se puede resolver por Cramer:
3—-y 1 1 3-y
2 —2y— -1 -
y :6 2y y:2_y . y :y+3 y:1
3 3 3 3

Es logico que no pudiéramos tomar la z como parametro libre, pues tiene un valor fijo
z=1, y por tanto, no podemos poner las demas variables en funcion de la z.

X=
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5. Resolucion de sistemas homogéneos.

Recordemos que los sistemas homogéneos son los que tienen todos sus términos
independientes nulos.

arrxjtanXot.. . +anx,=0 (1)
a1 Xotax Xot. .. +ayx,=0 (2)
Am1 X1 tam Xt . . Famn Xm=0 (m)

Una de las caracteristicas mas relevantes es que todo sistema homogéneo es compatible,
ya que la ultima columna de la matriz ampliada, A, es nula, con lo que siempre
rang(A)=rang(A ).

Ademas, es facil ver que todo sistema homogéneo tiene como solucion la denominada
solucion trivial o impropia x;=x,=...=X,=0.

Para discutir y obtener la solucion del de un sistema homogéneo tenemos el siguiente
esquema —>rang(A)=rang(A )=r con n incognitas:

¢ Sir=n, compatible determinado. La unica solucion la solucion trivial

e Si r<n, compatible indeterminado con n-r parametros libres y ecuaciones
independientes.

Ejemplo: C.1 Septiembre del 2006, prueba A.

Estudiar el nimero de soluciones del siguiente sistema en funcion de m, resolver
cuando sea posible:

x+y+z=0 1 1 1
x+my+mz=0 2A=|1 m m
2x+(m+1)y+2z=0 2 m+1 2

Veamos el rango de A en funcion de m:
|Aj=-m*+2m-1
a) Sim=I1 |AJ=0-> rang (A)=1, sistema compatible indeterminado
b) Sim#l |A]#0>rang(A)=3, sistema compatible determinado, x=y=z=0.
Veamos las soluciones si m=1 (compatible indeterminado):
x+y+z=0 x=A
X+y+z=0 } Dxtytz=0 > y=yu
2x+2y+2z=0 z=—-A-U
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EXAMENES DE PAU

Junio 2008. Prueba B.
x—y+z=-1

PR-1.- Se considera el sistema y + z = 2a donde a es un pardmetro real

x+ 2z = a?
a) Discutir el sistema en funcion del valor de a
b) Resolver el sistema para a=0

¢) Resolver el sistema para a=1

Solucion
1 -1 1 1 -1 1 -1
a) A=|0 1 1], A/=|0 1 1 2a
1 0 2 1 0 2 &
Rango de A
1 -1 1
A=0 1 1/=2-1-1=0 - rang(A)<3; _1‘:1¢0rang(A)=2
1 0 2

independientemente del valor de a.

Rango de A’": veamos los menores de A” de orden 3

1 -1 -1
0 1 2al=a*-2a+1=(a—1)> > Sia#l rang(A)=3

1 0 4°

11 -1

0 1 2a=a’>+2a+1-4a=(a—1)" - Sia#l rang(A)=3

1 2 &

-1 1 -1

1 1 2(212—a2—2+4a—a2:—2(a—1)2 > Si al rang(A)=3
0 2 a

Luego Rang(A*)=3 siempre que a#l.

I -1
Sia=1 ‘0 . ‘zl;tO - rang(A*)=2
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Conclusion:
=1 aeR-{1}
rang(A) 2 2
rang(A*) 2 3
S.C.L S.L

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones) con un parametro libre si
a=1. Siempre que a#1 entonces el sistema serd incompatible (sin soluciones)

b) Si a=0 no tiene solcuiones

¢) Si a=1 sistema incompatible indeterminado. Tenemos que buscar un sistema
equivalente con dos ecuaciones y un parametro libre. Este sistema tiene que cumplir que

x 1 . .
rang(A)=rang(A )=2. Como 0 =1+ 0tomemos las 2 primeras ecuaciones y con x €

y de incognitas:

En este caso es sencillo resolver el sistema:

y=2-7

x=-1-z+(2-z)=1-2z
x=1-2¢

Soluciones: {y=2—t

z=t

Septiembre 2008. Prueba A.

x+ay+z=2+a
PR-1.- Sea a un parametro real. Se considera el sistema<(1 —a)x +y +2z =1
ax—y—z=1—a

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a .
b) Resolver el sistema paraa =0 .

c¢) Resolver el sistema paraa = 1.
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1 a 1 1 a 1 2+a
a)A=|1-a 1 2|, A=|l-a 1 2 1
a -1 -1 a -1 -1 1-a
Rango de A:
|Al=a(at+1)
- Si a#{0,-1} entonces rang(A)=3.
1 0 1 Lo
‘Sia=02>A=|1 1 2 |> ‘1 1‘ =1#0 rang(A)=2
0 -1 -1
1 -1 1 _—
‘Sia=-12A= 2 1 2 9‘2 . ‘: 3 # 0 rang(A)=2
-1 -1 -1
Rango de A

- Si a#{0,-1} entonces rang(A")=3.
1 0 1 2 1 0 2 1 2

‘Sia=0A™=|1 1 2 1[>]1 1 1=0,1 1 2(=0,/1 2 1/=0
0 -1 -1 1 0 -1 1 0 1

rang(A*)=2

I -1 1 1 I -1 1

‘Sia=1A=|-2 1 2 1[>]-2 1 1/#0 rang(A"=3
-1 -1 -1 2 -1 -1 2

Conclusioén

a=-1 | a=0 aeR-{-1,0}

rang(A) 2 2 3

Rang(A*) 3 2 3

SI |S.ClI S.C.D.
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b) Si a=0 tenemos que buscar un sistema equivalente con dos ecuaciones y dos

1
incognitas. Como { =1+# 0podemos coger las dos primeras ecuaciones con X € y

como incognitas:

xX=2-z
2> x=2-z; y=1-2z-(2-z)=-1-z
x+y=1-2z

x=2-t, y=-1-t, z=t

¢) Si a=-1 sistema incompatible sin soluciones

Septiembre 2006. Prueba B.

P.1.- Discutase, en funcion del parametro real k£ , el siguiente sistema de ecuaciones
lineales. Resolver cuando sea posible.

kx+3y=0 k 3 k 30
3x+2y=kyS) A=[3 2| A'=|3 2 &k
3x+ky=0 3k 3 k0

Para estudiar el sistema hay que ver los rangos de las matrices A y A" en funcion del
paradmetro libre k.

1. Rango de A: El rango mayor de A puede ser 2

k
a. rang(A)=2 > ‘3

Las ecuaciones que quedan son las siguientes:

2k—9¢0—>k¢%
3k—-6#20 ok #2
k*—9#0—k #13

Para que el rango sea 1 deberian de ser todos los determinantes nulos, y como no
existe ningun valor de k que haga todos los determinantes nulos, entonces el
rango de A siempre es 2.

Luego VkeR rang(A)=2

2. Rangode A”: el rango de A puede ser como maximo 3.

k 3 0
a. rang(A=3> 3 2 k|=9%-k’#0 - k=013
3 kK O

VkeR-{0, 3, -3} rang(A")=3

b. rang(A)=2 solo puede ser en k=0, 3 o -3. Veamos lo que ocurre para estos
valores:
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030
. 0 3 .
k=0> 4 ={3 2 0], 3 2‘:—9;&0 - rang(A )=2
300
3.3 0 s 3
k=3>A=[3 2 3 l 2‘:—3;&0 > rang(A")=2
3.3 0
3 3 0 s 3
k=3> A= 3 2 -3| ‘:—15;&0 > rang(A")=2
3 -3 0

Se cumple asi que para k=0, 3, -3 el rango de la ampliada es dos.

Conclusion: vamos a apoyarnos en esta tabla para discutir el sistema de ecuaciones:

k=3 k=-3 k=0 ke R-{0,3,-3}
rang(A) 2 2 2 2
rang(A") 2 2 2 3
Comp. Det. Comp. Det. Comp. Det. Incompatible

El numero de soluciones segun k son:
- S1 k=0, 3, -3 Sistema compatible determinado
- Si ke R-{0, 3, -3} Sistema incompatible.

La segunda parte del enunciado dice que lo resolvamos para los valores de k que tenga
solucion. Podriamos resolverlo independientemente para los tres valores de k, aunque
seria muy laborioso. Vamos a resolverlo en funcion de k. Como el rango de A es 2,
tendremos que buscar dos ecuaciones independientes, en los que el rango sea 2.

kx+3y=0 kK 3\ . (k 3 0
(S') 4= A =
3x+2y=k 3 2 3 2 &k
Veamos como dos ecuaciones independientes para los tres valores de k (rango de A es

2):
|A|=2k-9+#0 para k=0, 3 y -3.
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Resolvamos el sistema:

0 3 ko
k2 =3k 3 KK
k-9 2k-9 YT 2k-9 2k-9

Si k=0 = x=0, y=0
Si k=3 =2 x=3, y=-3
Si k=-3> x=-3/5, y=-3/5

Junio 2006. Prueba B.
x+2y+z=3

P.1.- Se considera el sistema de ecuaciones lineales < (1+a)y +z = 4.
x+2y+az=4

a) Discutase el sistema seglin el valor del parametro real a.

b) Resuélvase el sistema para a=2.

Solucion:

a)

xX+2y+z=3 1 2 1 1 2 1 3
(I+a)y+z=43(S) A=|0 1+a 1|4 =[0 1+a 1 4
x+2y+az=4 1 2 a 1 2 a 4

Veamos el rango de A y de A
1. Rangode A
a) rang(A)=3-> |Al=a’-120 > a#l,-1
VaeR-{l1,-1}, rang(A)=3

b) Veamos el rango cuando a=1:

1 21
11
A(@=1)=|0 2 1], 1‘ =2#0 - rang(A(a=1))=2
1 21

¢) Veamos ahora cuando a=-1

12 1
11
A@=-1=0 0 1|} 1‘:27&0 > rang(A(a=-1))=2
12 -1
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2. Rango de A’
a) rang(A*)=3 siempre que a€ R-{1,-1}.

1 213
b) Veamos el rango paraa=1de A=[0 2 1 4],
1 21 4
12 3 .
0 2 4/=6=20 > rang(A (a=1))=3
1 2 4
1 2 1 3
¢) Veamos el rango para a=-1 de A=|0 0 1 4
1 2 -1 4

1
0
1

N O N

3 1
4/=0 |0
4 1

N = =

3
4= —3 2 ¢ 2 rang(A (a=-1))=3
4

Luego el rango de A" es 3 independientemente del valor de a.

Veamos la siguiente tabla para discutir el sistema segun el valor de a:

a=-1 |a=l |aeR-{1,-1}

rang(A) 2 2 3

Rang(A") |3 3 3

INC | INC |C.D.

Conclusion:
Vv ae R-{1,-1} > Sistema Compatible determinado (1 solucion)
a=1,-1 = Sistema incompatible (sin soluciones)

b) Solucion cuando a=2: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer
tenemos que las soluciones son

x=0, y=1, z=1.
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Septiembre 2005. Prueba B.

PR-1.- Sea k un numero real. Considérese el sistema de ecuaciones lineales
kx+y+z=1
x+ky+z=k,

x+y+kz=k?

a) Discutase segun los valores de & e interprétese geométricamente el resultado.

b) Resuélvase el sistema para k=2.

Solucion

kx+y+z=1 k1 1 k1 1 1
a) x+hky+z=k ((S)A=|1 k 1| A =1 k 1 k
x+y+kz=k’ 1 1 &k 1 1 k Kk

Veamos un rango de A y de A™:
1. Rangode A
a) rang(A)=3-> |A|=k’-3k+2=(k-1)*(k+2)=0 > k#1,-2
VkeR-{1,-2}, rang(A)=3
b) Cuando k=1:

111
11
Ak=1)=|1 1 1], . 1‘ =0 = rang(A(k=1))=1
111
¢) Cuando k=-2
-2 1 1 -
Ak=2=|1 -2 1], ) 1‘ =3#0 - rang(A(k=-2))=2
1 1 =2

2. Rangode A’
a) rang(A*)=3 siempre que ke R-{1,-2}.

b) Parak=I de A=

b

—
O Ty
S —y

1
1
1
111 .
U 1=E i‘zoérang(A (k=1))=1
1 1 1

2 1 1 1

¢) Parak=2deA=|1 -2 1 =2
1 1 -2 4
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-2 1 1 .
1 —2 —92/=9x¢rang(A (k=-2))=3
1 1 4

Estudiemos la siguiente tabla para discutir el sistema segun el valor de k:

k=2 | k=1 keR-{1,-2}

rang(A) 2 1 3
Rang(A") | 3 1 3
INC | C.IND C.D.

Conclusion:
V ke R-{1,-2} > Sistema Compatible determinado (1 solucion)
=-2 = Sistema incompatible (sin soluciones)
k=1 - Sistema compatible indeterminado con dos parametros libres

b) Solucién cuando k=2: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer
tenemos que la solucion es

x=-3/4, y=1/4, z=9/4.

Junio 2005. Prueba A.
xtay—z=2

PR-1.- a) Discutase el sistema <2x +y +az =10 , en funcion del valor de a.
x+(@a+1)y—z=a-1

b) Para el valor a=1, hallese, si procede, la solucion del sistema.

Solucion:
a)
x+ay—z=2 I a -1 Il a -1 2
2x+y+az=0 S$HAa=(2 1 a | A =2 1 a 0
3x+(a+l)y—-z=a-1 3 a+l1 -1 3 a+l -1 a-1

Veamos un rango de A y de A"

1. Rangode A
a) rang(A)=3-> |A|=2a%-a#0 > a#0,1/2
VaeR-{0,1/2}, rang(A)=3
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b) Rango cuando a=0:

I 0 -1
1 0
A@=0)=|2 1 0 |, 1‘ =1#0 - rang(A(a=0))=2
31 -1

¢) Rango cuando a=1/2

A@=12=2 1 1/2], 7 1 :37&0 - rang(A(a=1/2))=2
3 .3/2 -1 2

2. Rangode A’
a) rang(A*)=3 siempre que a€ R-{0,1/2}.

1 0 -1 2
b) Rango para a=0 de A=[2 1 0 0],
31 -1 -1

2
0|=-3%0 - rang(A"(a=0))=3
-1

W N =
—_— = O

1 1/2 -1 2
¢) Rangoparaa=12deA=|2 1 1/2 0
3 3/2 -1 —-1/2

2 -
20 1/2|=33/4%0 > rang(A (a=1/2))=3
3 —1/2 -1

Estudiemos la siguiente tabla para discutir el sistema segun el valor de a:

a=0 |a=1/2 |aeR-{0,1/2}

rang(A) 2 2 3

Rang(A*) 3 3 3

INC | INC C.D.

Conclusion:
Vv ae R-{0,1/2}-> Sistema Compatible determinado (1 solucion)

a=0, 1/2 - Sistema incompatible (sin soluciones)
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b) Solucion cuando a=1: el sistema es compatible determinado, resolviendo por Cramer
tenemos que las soluciones son

x=-6, y=10, z=2

Septiembre 2004. Prueba B.
x+2y+3z=1

PR-1.- Se considera el sistema de ecuaciones linealesy X +ay + 3z = 2 .
2x+(2+a)y+6z=3

a) (Existe algun valor del parametro a para el cual el sistema sea incompatible?
b) ¢Existe algin valor del parametro « para el cual el sistema sea compatible determinado?

c) Resuélvase el sistema para a=0.

Solucion:
x+2y+3z=1 1 2 3 1 2 31
a) x+ay+3z=2 (S)4=|1 a 3|4 =1 a 3 2
2x+(2+a)y+6z=3 2 24a 6 2 24a 6 3

Calculemos los rangos de A y A"

1. Rangode A

a) rang(A)=3-> |A]=0 = no hay ningun valor de a que haga el determinante
distinto de cero, luego el rango siempre es menor que 3.

rang(A)=2: para que el rango sea 2 tiene que haber algin menor de orden 2
distinto de cero. Calculando los menores:

1 3 |1 3 1 3
= =0, =a-2#0—>a#2, =6-3a#0>a#2

1 3 2 6 1 a a

1
=—a+2#0—>a#2

‘2 2+a

Luego siempre que a#2 el rango de A sera 2.

V ae R-{2} - rang(A)=2

b) Cuando a=2

1 2 3

A(@=2)=|1 5 3|, = rang(A(a=2))=1. (las tres filas son proporcionales)
2 4 6

2. Rangode A’
1 2 31
A=1 a 32
2 24a 6 3

Tenemos que buscar un menor de orden 3 no nulo para que sea de rango 3:
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1 3 1 1 2 1 2 3 1
1 3 2/=0,]1 a 2=01| a 3 2/=0.
2 6 3 2 24a 3 2+a 6 3

No hay ningin menor de orden 3 no nulo (la tercera fila es suma de las dos primeras),
con lo que el rango es menor que 3 para cualquier valor de a.

Veamos si hay algin menor de orden 2 no nulo:

3
3

Luego el rango de A" es siempre 2, independientemente del valor de a.

=30 independientemente del valor de a.

a=2 acR-{2}
rang(A) 1 2
rang(A*) 2 2

INC C.L

Conclusion:

V aeR-{2} > Sistema Compatible indeterminado (1 parametro libre)

a=2 > Sistema incompatible (sin soluciones)

b) Solucion cuando a=0: el sistema es compatible indeterminado,
x+2y+3z=1
x+3z=2 (S) , tenemos so6lo dos ecuaciones independientes y un parametro libre.

2x+2y+6z=3

Si cogemos las 2 primeras ecuaciones y la z como parametro libre el sistema es el
siguiente:

x+2y=1-3z 2
(§") 4= | A'|=—2#0 rang(A")=2 y por tanto (S")=(S)
x=2-3z 1 0

1-3z 2 1 1-3z
2-3z 0 —-4+6z 1 2-3z 1
X = = :2—32,);:—:—
-2 -2 -2 -2
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Junio 2004. Prueba B.

x+y+z=21
PR-1.- Se considera el sistemayx +y + Az =1
x+Ay+z=1

a) Discutase segun los valores del parametro A.
b) Resuélvase para 4 = —3.

c¢) Resuélvase para 4 = 1

Solucion:
Xx+y+z=21 11 1 11 1 2
Q) x+y+Adz=148)4=|1 1 Al A" =1 1 1 1
x+Ay+z=1 1 4 1 1 4 1 1

Veamos el rango de A y de A
1. Rangode A
a) rang(A)=3- |[A|F-A*2A-120 > A1
VAeR-{1}, rang(A)=3
b) Cuando A=1:

L1y
AA=D=1{1 1 N
]

1
1‘ =0 - rang(A(A=0))=1

2. Rangode A’
a) rang(A*)=3 siempre que a€ R-{1}.

1 1 1 1
b) ParaA=1de A=|1 1 1 1],
1

1 11

o 1:‘1 j:o > rang(A’(A=0))=1
1 1 1

Veamos la siguiente tabla para discutir el sistema segun el valor de a:

A=1 AeR-{1}
rang(A) 1 3
rang(A*) 1 3

Com In C.D.
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Conclusion:
V AeR-{-1}-> Sistema Compatible determinado (1 solucion)
A=0 = Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)

b) Solucion cuando A=-3: El sistema es compatible determinado. Resolvemos por
Cramer. Solucion: x=-1, y=-1, z=-1

¢) Solucion cuando A=1: El sistema es compatible indeterminado con 2 parametros
libres. Sdlo 1 ecuacion independiente, tomaremos y, z como parametros libres.

Solucién: x=1-y-z

Junio 2007. Prueba B.

1 7 0 0 O 0 2
PR-1- Sean las matrices A={ 2 |,B=| 2 |,C={0 1 0|, D=2 |, E=|5
3 -2 0 0 1 2 3

a) Hallar la matriz AB" donde B" indica la matriz traspuesta de B. ;Es inversible?
b) Hallar el rango de A'D

x
c¢) Calcular M=<y>que verifica la ecuaciéon (AB"+C)-M=E
z
Solucion
1 7 2 =2
a) AB"=|2|(7 2 -2)=|14 4 —4/| No invertible pues |A-B"|=0 (dos columnas
3 21 6 -6
proporcionales)
0
b) A"D=( 2 3)2|=0+4+6=10. Es una matriz de 1x1, es decir un nimero, y
2

como es distinto de cero el rango es uno.
rang( A"-D)=1
7 2 =2\«x 2
¢) (AB+C)M=E-> |14 5 —4|y|=]|5
21 6 -5)\z 3
N

R
rang(R)=rang(R*)=3 - S.C.D.

Resolviendo por Cramer x=-6/7; y=1; z=-3
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Septiembre 2007. Prueba A.

x+y+taz=4
PR-1.- Se considera ¢l sistema{ ax +y —z = 0 |, donde a es un parametro real.
2x+2y—z=12

a) Discutir el sistema en funcion del valor de a.

b) Resolver el sistema para a=1.

Solucion
xX+y+az=4 1 1 a 1 1 a 4
a)dax+y—-z=0 A=|a 1 —1|4 =|la 1 -1 0
2x+2y—z=2 2 2 -1 2 2 -1 2
Rango de A:

|A[=2a%-a-1=2(a-1)(a+1/2)
e SiaeR-{1,-1/2} - rang(A)=3

1 1 1
e Sia=12>4=|1 1 -1} 1‘:—2¢0,rang(A)=2
2 2 -1
1 1 -1/2 .
e Sia=-12-> A=|-1/2 1 -1 | 1/2 1‘:3/2;t0,rang(A)=2
2 2 -1
Rango de A*:
e SiaeR-{1,-1/2}-> rang(A)=3
1 1 1 4
eSia=1>|1 1 -1 0]|Lacolumna 1y lacolumna 2 son iguales, luego no
2 2 -1 2
todo menor de orden 3 que esté¢ formado por ambos es nulo. Veamos el que
queda:
1 4 1
1 0 —1=0- rang(A")=2
2 2 -1
1 1 —-1/2 4 1 1 4
e Sia=-12|-1/2 1 -1 0[>|-1/2 1 0 =-9#0rang(A")=3
2 2 -1 2 2 22
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Organicemos la informacion en la siguiente tabla:

=12 =1 aeR-{1,-1/2}
rang(A) 2 2 3
Rang(A*) 3 2 3

S.I S.C.1 S.C.D.

Conclusion:
Si a=-0.5 el sistema no tiene solucion
Si a=1 el sistema tiene infinitas soluciones con un parametro libre

Para todo ac R-{1,-1/2} una tinica solucion

b) Si a=1 > rang(A)Zrang(A*)=29 SCD. Tenemos que encontrar un sistema
equivalente con dos ecuaciones y dos incognitas, pasando la otra incdgnita al término
independiente. Como el rango del sistema equivalente ha de ser 2, tomamos el sistema
cuyas filas sean las relativas al determinante no nulo de orden 2 que calculamos al
estudiar el rango de A. Es decir las 2 primeras ecuaciones con y, z como incognitas.

{y+Z:4—x(l)e‘l 1
y—z=—x(2) I -1

=2

Podemos resolverlo facilmente por reduccion:
(H+H2)>2y=4-2x> y=2-x
(1)-(2) 22z=4 > z=2
x=t
Soluciones: {y=2—-¢t VteR
z=2
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Otros Ejercicios

Problema 1. Sea el siguiente sistema:

ax+ay+z=0
—x+y+z=0
(a—2)x+(a+2)y+3z=a

a) Discute segun los valores del parametro a (2 puntos)

b) Resuelve el sistema cuando sea posible (1 punto)

Solucion
a a 1 a a 1 0
A=| -1 1 1|A=] -1 1 10
a-2 a+2 3 a-2 a+2 3 a

e Estudio del rango de A > |A|=3-a-a-2+a’-2-a-a+2-a>-2-a+3-a=0 VaeR D|A[=0

Estudiemos si existe algiin valor de a para el cual rang(A)#2. Para que esto ocurra
tiene que cumplirse que todos los menores de orden 2 sean nulos, es decir que se
anulen para el mismo valor de a:

a a
-1 1

que anule todos los menores (de hecho no existe ninguno que anule estos dos
menores) se cumple que rang(A)=2 Vae R

1
=2a=0—-a=0 1‘=a+1=0 —a =-1 como no existe un valor de a

e Estudio el rango de A": Veamos cuando los tres menores de orden 3 (distintos de
|A|) se anulan. El rango sera 2 si hay algin valor de a en el que se anulen los tres
menores de orden 3:

a a 0
-1 1 O=a’+a’=2a>=0—-a=0
a-2 a+2 a
a 0 1
-1 0 l=-a-a’=-a(a+1)=0—>a=0,a=-1
a—2 a 3
0 a 1
0 1 ll=a—a=0Vae R
a a+2 3

Si a=0 - rang(A")=2, si a#0 - rang(A)=3
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Resumamos los resultados en la siguiente tabla

a=0 | aeR-{0}
rang(A) 2 2
rang(A*) 2 3

C.lL Inc

Conclusion: Si a=0 sistema compatible indeterminado con un parametro libre; si a#0 el
sistema es incompatible, no tiene solucion

b) Solo tiene solucidn si a=0. Resulta que solo hay dos ecuaciones independientes y con
un parametro libre:

z=0
-0
S) —x+y+z=0 — (S'){Z rang(4)=2 — S ="
-x+y+z=0
—-2x+2y+3z=0

Solucion =0, x=y

Problema 2. Sea el siguiente sistema:

ax+2y—z=3
x+2y+az=x
2x+4y+z=3

a) Discute segun los valores del parametro a (1.75ptos)
b) Resuelve el sistema cuando a=1 y cuando a=2 (1.25 ptos)

ayuda: fijate en el sistema antes de escribir A y A ’
Solucion

Ordenando la segunda ecuacion:

a 2 -1 a 2 -1 3
A=|0 2 a| A=|0 2 a 0
2 4 1 2 4 1 3

e Estudio del rango de A > |A[=2-a+4-a+4-4-a’=-4-a*+6-a+4=0 > a=2, a=-1/2
Luego :
a) a=2 o a=-1/2 rang(A)=2
b) aeR-{2,-1/2}rang (A)=3
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e FEstudio el rango de A"

Si aeR-{2,-1/2} > rang(A)=3

22 -13) 223 2 3 -1 32
a=2>A=[0 2 2 0[>/0 2 0=0,/0 0 2[=0,/0 2 0=0>>
24 1 3) 243 2 3 1 3 4

rang(A*)=2
¥o2 -1 3 vo2 3

a=12>A=|0 2 % 0|/>|0 2 0=3-12=-9%0 - rang(A)=3
2 4 1 3 2 43

Resumamos los resultados en la siguiente tabla

=2 a=- ) aeR-{2,- )}

rang(A) 2 2 3
rang(A*) 2 3 3
C.L Inc C.D.

Conclusion:
a=2 sistema compatible indeterminado con un parametro libre
a=-1/2 incompatible, no solucion

ae R-{0,-1/2}sistema compatible determinado, una solucion

b) a=1 sistema compatible determinado:

x+2y—-z=3 I 2 -1 1 2 -1 3

2y+z=0 A=l0 2 1] A=l0 2 1 0 |A|F2+4+4-4=6
2x+4y+z=3 2 4 1 2 4 1 3

3 2 -1 I 3 -1 2

0 2 1 0 0 1 0 2

3 4 2 3 1 3 1 4 -6
X= =—=1 y= =—=— 7= = =-1

6 6 6 2 6 6

x=1y=1/2 z=-1

José Luis Lorente Aragon 125



Tema 10. Sistemas de Ecuaciones

a=2 sistema compatible indeterminado con un pardmetro libre y dos ecuaciones
independientes

2x+2y—-z=3
2x+2y-z=3
(S)5 2y+2z=0 (S”) rang(A”)=2->(S)=(S’)
2y+2z=0
2x+4y+z=3

y=-z , x=3/2+3/2z

Problema 3. Sea el siguiente sistema:

ax+(a—-1)y+z=0
x+y+taz=1
(a+Dx+ay+(a+1)z=a

a) Discute segun los valores del parametro a (2ptos)

b) Resuelve el sistema cuando sea compatible (1 pto)

Solucion
a a—1 1 a a—1 1 0
a) A=| 1 1 a [,A=| 1 1 a 1
a+1 a a+1 a+1 a a+l a

e [Estudiemos el rango de A:

|Aj=a’+a+a+a’-a-a-1-a’-a’+1=0, luego el rango de A no puede ser 3 para ningin
valor de a, ya que el determinante siempre es cero

Por otro lado, existe un menor de orden dos no nulo, para cualquier valor del

parametro:
a a-1 .
| =1 0-> rang(A)=2 para cualquier valor de a.

e [FEstudiemos el rango de A"

sk .
Para que el rango de A sea menor que 3 tienen que anularse los 4 menores, uno de
ellos es |A|, que como hemos visto siempre es cero, veamos para que valores de a se
anulan los otros menores.

a 0 1
1 1 a|=-a+da’+a-1=—(a-1)’(a+1)=0—-a=1a=-1
a+l a a+l
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”2*/5))(61—(#)):0 Sa=la=

1 a 1|=-a’-2a>+1=(a—1)(a—(
a a+l a
a a-1 0
1 1 1 |=a-1=0 2> a=1
a+l al a+1

* r
Para que el rango sea menor que 3 todos los menores de A han de ser cero, ésto

145

2

solo ocurre si a=1, ya que para a=-1 no se anula el 2° calculado, y para a =

no se anulan ni el 1°, ni el 3°.

1. VaeR-{1}rang(A")=3

1 010 Lo
2. a=1>4"=|1 1 1 1/, : l‘zl;ﬁO% rang(A”(a=1))=2
2 1 21

Resumamos los resultados en la siguiente tabla

a=1 | aeR-{l1}
rang(A) 2 2
rang(A*) 2 3

C.L Inc

Concluison:
e YaeR-{l}el sistema incompatible y por tanto no tiene soluciones

e Sia=1 el sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones con un
parametro libre.

D x+z=0
b) 2) x+y+z=1 9)
B3)2x+y+2z=1

Como el rango es 2 y un parametro libre, por tanto hay que eliminar una ecuacién y
poner un parametro al otro lado del igual:

D x=-z
2)x+y=1-z
sustituyendo x por —z en (2), las soluciones son:

1 0
}(S ") 2 rang (1 J =2 2(S”)=(S). No hace falta utilizar Cramer,

y=1 R X=-7
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Problema 4. Sea el siguiente sistema

ax+y—z=2
x+ay=0
xt+ty—z=a+2

a) Discute segun los valores del parametro a (1.75ptos)

b) Resuelve el sistema cuando a=0 y cuando a=2 (1.25 ptos)

Solucion
a 1 -1 a 1 -1 2
a)Ad=[1 a 0|4 =1 a O 0
1 1 -1 1 1 -1 a+2

e Estudiemos el rango de A: |A[=-a’+a=0 si a=0, a=1

1. VaeR-{a=0,a=1}->rang(A)=3

2. Paraa=l1:
11 -1 L

A=|1 1 0 ‘1 0‘:1¢09rang(A(a=l)=2
I 1 -1

3. Para a=0:
0 1 -1 0 1

A=|1 0 0 ‘1 O‘z—liO%rang(A(a=0)=2
1 1 -1

e FEstudiemos el rango de A*:

1. ParaaeR-{1,0} rang(A*)=3, pues rang(A)=3.

2. Paraa=1
11 -12 1 -1 2
A=[11 0 0| tenemos que el menorde orden3: 1 0 0 :1¢0rang(A*)=3
11-13 1 -1 3
3. Paraa=0
01 -1 2

A=[10 0 0
11 -12

Todos los menores de de orden 3 son nulos:
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01 2 0 -1 -1 1 -1 -1
1 0 0)=0 (1 O O(=0/0 O O0|=0
1 1 2 I -1 -1 1 -1 -1

2 2

0 1 »
‘1 O‘z—l;ﬁO - ran(A )=2 pues

Resumamos los resultados en la siguiente tabla

a=1 a=0 ae R-{1,0}
rang(A) 2 2 3
rang(A*) 3 2 3

Inc C.L C.D.

Conclusion:
e VYaeR-{1,0}, sistema compatible determinado,

® sia=I, sistema compatible indeterminado, y si a=0, sistema incompatible.

(M) y-2z=2
b) a=0-> (2) x=0 (S)
B)x+y—z=2

tenemos que rang(A)=2,luego solo hay dos ecuaciones independientes y un parametro
libre

Hy=z+2

0 1
2)x=0 }(S)rang(l 0]:2(5)5(5).

Las soluciones son x=0, y=z+2

MH2x+y—-z=
a=2-> (2) x+2y=0 (S) Compatible determinado, resolvemos por Cramer: |A|=-2
B)x+y—-—z=4 }

2

1

1
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ProblemaS5: Discutase el siguiente sistema y resuelvas cuando sea posible.

kx+k*y+k’z=k k kK K k kK K k
2 — 2 1 2 . 1 2 2
x+ky+k'z /;T (S) A= k k s k k k3
xX+y+hkz=k 1 1 & 1 1 Lk k
x+y+z=k* I 1 1 11 1 K

1. Rangode A’
a) rang(A)=4 > |A'=k(k-1)°(k+1)#0 > k#1,-1,0
Por lo tanto V ke R-{1,-1,0} el rango de A" es 4

0 0 0O
. 0 0 O
b) Veamos el rango para k=0. 4 = 1100 , tomando el menor:
1 1.1 0
1 0 0
1 1 0=1%#0 luego rang(A*(k=0))=3
1 1 1
-1 1 -1 -1
-1 1 1
¢) Rango para k=-1 { { { it tomando el menor:
1 1 1 1
-1 1 -1
1 1 —1=—4#0- rang(A"(k=-1))=3
1 1 1
1 111
1 111 «
d) Rango para k=1 U111 - rang(A (k=1))=1
1 111

2. Rangode A

a) El rango maximo es 3, luego para ke R-{1,-1,0}, donde el rango de A" es 4,
el sistema es incompatible. Veamos para los demas valores de k

00 0
I I
b) k0> A=| > 11 0=1%0 rang(A(k=0)3
111
111
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-1 1 -1
| . -1 1 -1
=-1-> - I 1 —lI=—4#0->rang(Ak=-1))=3
1 1 1
1 1 1
111
111
c) k=1-> L1 rang(A(k=1))=1
111

Resumamos los resultados en la siguiente tabla:

k=0 | k=-1 | k=1 | keR-{1,-1,0}

rang(A) 3 3 1 <4
Rang(A") | 3 3 1 4
Sistema | C.D. | C.D | C.L INCOM

Conclusion:
e Si k=0, k=-1 el sistema tiene una unica solucion
e Si k=1 el sistema tiene infinitas soluciones con dos parametros libres

e SikeR-{1,-1,0}no tiene solcuiones

b) Resolver si k=0:

Ox+0y+0z=0
x=0
x=0 . .
—>x+y=0 —> sistema homogéneo C.D. 2 x=y=z=0
x+y=0
x+y+z=0
x+y+z=0

Resolver si k=1: Como el rango es uno, nos quedamos con una ecuacion y dos
parametros libres:

x=1-t-s
x=1-y-z2> y=t VitseR
z=s§

Resolver si k=-1 = el rango de A es 3, luego nos quedamos con tres ecuaciones;
cuando vimos el rango las ecuaciones eran la (1), 1a (3) y la (4).

—x+y—-z=-1
x+y—z=-1 ;Por Cramer x=0, y=0, z=1
x+y+z=1
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Hacer los siguientes problemas

Problema 6. Sea el siguiente sistema:
mx t+y+z= m’
x-ytz=1
3x-y-z=1
3x—y+z=3m

a) Discute segun los valores del pardmetro m (1.75pto)

b) Resuelve el sistema si m=1. (0.25 ptos)

¢) Resuelve el sistema si m=2 (1 pto)

Problema 7. Sea el siguiente sistema:
axt+y-z=z
-Xtay+z=x
-3x+H3y+z=y
a) Discute segun los valores del parametro a (1.75ptos)

b) Resuelve el sistema cuando sea posible (es decir no sea incompatible). (1.25 ptos)
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