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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Contexto con la P.A.U.

En los exdmenes de la PAU por lo general hay dos problemas (2.5 puntos) en cada una
de las dos opciones del bloque de analisis. De esta forma el bloque de anélisis es, de los
tres, el mas importante.

Este tema es bésico para el conocimiento y dominio de las funciones que en los temas
siguientes abordaremos con detenimiento. Por lo general en el examen de la PAU no
hay problemas ni cuestiones especificamente relacionadas con este tema, si bien el no
dominar los conceptos que se plantean en la unidad, hara dificultoso, por no decir
imposible, realizar los ejercicios del examen relacionados con este, bloque L.

Notese que con bastante asiduidad en el examen de la PAU, hay una o dos cuestiones
relacionadas con el calculo de limites de funciones, si bien por lo general se resuelven a
partir del teorema de L’Hopital que veremos en el tema 4; no obstante en alguna
ocasion estos limites se resuelven mediante los métodos de resolucion que veremos en
este tema, en especial los limites relacionados con el nimero e, las indeterminaciones
exponenciales y los limites de funciones racionales.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

1. Funciones reales de variable real. Dominio de una funcion

Las funciones se utilizan en numerosos campos, tanto de las ciencias (fisica, biologia,
quimica) como en economia, etc. Definamos funciones reales de variable real:

Definicion: Una funcion real de variable real es una aplicacion o correspondencia entre
un subconjunto de R, llamado dominio de la funcion (Dom(f)),y otro subconjunto de R
llamado conjunto imagen o recorrido de la funcién (Im(f)), tal que a cada elemento de
Dom(f) le corresponda un #nico elemento de Im(f). Una forma habitual de expresar las
funciones es:

f:R—>R

x——y=f(x)

Ejemplos de funciones:
a) y=f(x)=x>-3
f:R——R
x——>y=f(x)=x"-3
3——y=f(3)=3"-3=6

Grdfica:

Como puedes ver en la grafica de la funcion, a cada valor x del conjunto dominio (eje
OX, abscisas u horizontal ) le corresponde un Unico valor y del conjunto imagen (eje
OY, ordenado o vertical)

José Luis Lorente Aragon 3



Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

b) Veamos la siguiente grafica que representa las soluciones de la expresion y=x:

a
v

-3

-4

En este caso la grafica no representa una funcidn, pues para cada elemento del dominio
(eje OX) le corresponden dos valores. Por ejemplo, la solucidn a x’=4 es y=2 ¢ y=-2,
que no es un valor Unico, como deberian de ser las funciones. En este caso tendremos
que las soluciones de la ecuacion de segundo grado vienen dadas por dos funciones: y=

Jx (rama encima del eje OX), e y=- Jx (rama por debajo del eje OX).

No es necesario para que no sea funcion que todo valor x le correspondan dos o mas
valores, con que so6lo haya un valor de x con dos 0 mas imagenes la expresion no sera
una funcion.

1.1 Dominio de las funciones mads usuales

En este apartado vamos a ver el estudio del dominio de las funciones reales de variable
real mas usuales y utilizadas:

¢ Funciones polinémicas: Son funciones del tipo y=f(x)=apta;x+...+a,x", es
decir, f(x) es un polinomio. El dominio de estas funciones es el conjunto de los
numeros reales, ya que para cualquier valor de x, por ejemplo x=2, la funcioén
tiene sentido siendo su imagen y= apta;2+...+a,2" Luego en estas funciones
Dom(f)=R
Ax)

¢ Funciones racionales fraccionarias: Son del tipo Ff(x)za , siendo P(x) y
X

Q(x) polinomios. El dominio de la funcion son todos los numero reales,
excepto aquellos que anulan el denominador (soluciones de Q(x)=0), ya que
no se puede dividir entre cero. Asi en estas funciones Dom(f)=R-{x:Q(x)=0}

2 J—
Ejemplo: f()="""""% 5 Dom(f-R-{0,1.-1}
X

e Funciones irracionales: Son del tipo f(x)=4%/g(x) ; dos casos:

o Sin es impar el dominio de f(x) es el mismo que el de g(x), pues las
raices impares de niumeros negativos son valores reales. Asi tenemos

que Dom(f(x))=Dom(g(x)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

o Sines par el dominio de f(x) es el conjunto de numeros del domino de
g(x), tales que g(x)=0, ya que las raices pares de numeros negativos no
son numeros reales. Asi Dom(f(x))={xeDom(g(x): g(x)=0}

Ejemplo: y = f(x)=+x>+3x+2 > Dom(f)={x/ x*+3x+2>0}

X2+3xH2=(x+2) (x+1) 20

- = (x+2)
2
+ (x+1)
_ -l
] . () (42)
-2 1

Dom(f)=(-o0,-2] U [-1,00)

e Funciones exponenciales: son funciones del tipo y=a®™, su dominio es el
mismo que el dominio del exponente g(x). Asi en estas funciones

Dom(g(x))=Dom(f(x))

¢ Funciones logaritmicas: f(x)=log,(g(x)) el dominio es el conjunto de puntos
del dominio de g(x) en los que se cumple g(x)>0, pues no existe solucion real
para los logaritmos cuando el argumento es negativo o cero. Asi en estas
funciones Dom(g(x))={xeDom(f(x)):f(x)>0}

21
al 5 el dominio de g(x) es R-{2}, veamos el

Ejemplo: y=f(x)= logE
X+

2 — —
dominio de f(x) =2 x 1 = (x+Dx=D) >0:

x+2 x+2
= + (x+2)
- -2 | +
| (x+1)
- -1 +
(x-1)
1
+
- N -
| | (x+1)(x-1)
2 -1 1 x+2

Dom(f(x))= (-2,-1) U (1,2)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

2. Composicion de funciones. Propiedades

Definicion: Dadas dos funciones f y g tales que Im(f)cDom(g) se llama funcion
compuesta de g con f'y se denota (g-f)(x), a la funcion definida de la siguiente forma:

(g-H)(x)=g[f(x)], es decir la imagen en (g-f) de x es la imagen del punto f(x) en g:
()

| v

R 1 R & LR

f(x) > g(f(x))

v

>
v

Ejemplos:
fxy=x", gx)=sen(x) > (gH(x)=sen(x’) ; (Fg)(x)=sen’(x)
Propiedades:

1.) Asociativa: he(gt)=(heg)-f

2.) No conmutativa: en general la composicion de funciones no es conmutativa
(g-D)# (fog), ver ejemplo anterior > sen(x?)#sen’(x)

3. Funcion Inversa

Definicion: La funcion inversa de una funcion f(x) inyectiva (no existen dos valores x;
y x2€ Dom(f) tal que f(x;)=f(x,)) es otra funcidén, que se denota por f '(x), tal que se
cumple:

(& H(x)= (FLh)(x)=id(x)=x V xe Dom(f(x))

f

Ejemplos:

@) y=(x)=3-4x > x=(3-y)/4 > f(x)=>"

. (f«>f1)(x)=3-4[3 ; xj —x

b) y=In(x) > y=¢"

Representacion grdfica de las funcion inversa: la propiedad mas importante de las
funciones inversas es que la grafica de f(x) es simétrica a f'(x) respecto a la bisectriz
del primer cuadrante, y=x.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Representacion grdfica de los ejemplos:

Ejercicio 1. Sean las siguientes funciones f(x)=1, g(x)=x2+1, h(x)= L realizar las

x2+1

siguientes composiciones: a) (gofoh), b) (fogoh), ¢) (hogof)

1
x*+1

a) (gofoh)y=go(foh)=g°(f( ) =gH)=2

b) (fogoh)=fo(goh)=fo(g(— ))=f[[ : j+1]=1

x*+1 x*+1

¢) (hogo f)=ho(go f)=ho(gD)=h(1>+)=h(2)=1/5
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

4. Limite de una funcion. Funciones convergentes

La idea intuitiva de limite de una funcién en un punto es facil de comprender: es el

valor hacia el que se aproxima la funcion cuando la variable independiente, x, se

aproxima a dicho punto.

Ejemplo: sea f(x)ZW el limite de la funcion cuando x tiende a 1 es infinito, ya que
x_

cuanto mas se aproxima x a 1 entonces (x-l)2 mas proéximo a cero (positivo), y por tanto
la funcion se hace mas grande (1/0.00000001=100000000).

Definicion: Mateméaticamente una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor x,
y se denota lim f(x) = L si se cumple:
X=X,

lim f(x)=L < Ve>0;38>0:|x—x|<d=[f(x)-L|<e

X=X

El significado de la definicion es la siguiente: sea cual sea el entorno de y=L, existe un
entorno de x=xo tal que en este entorno la funcién cae dentro del entorno de L.
Veamoslo graficamente:

L+e

L-¢e

Xo-a X0 X0+8

Vamos a considerar dos casos diferentes:

a) li_)m f(x)=L yf(xo)=L
b) 1i_>m f(x) =L pero f(x¢)#L

Ejemplo:
a) f(x)=x*+2 > lim /(x) =3 = /(1)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Veamos la grdfica de la funcion:

-5 —a -3

x*+2 si x#1 )
2 limg(x)=3 g(1)=1
1 si x=1 x>l

b) g(x)= {

Definicion: Dada una funcion f(x), se dice que es convergente en X si, existe el limite
lim f(x)=L.

X=X

Para que f(x) sea convergente en Xy no es necesario que xo pertenezca al dominio, por
ejemplo
g(x)=x"+2 si xeR-{1} (es decir x#1) > limg(x) =3, 1¢ Dom(g(x))

Cuando x se aproxima a 1 la funcion se acerca a y=3 (tanto antes de x=1 como
después), aunque justo en x=1 la funcién no definida.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

4.1 Limites laterales

Existen funciones definidas a trozos, son aquellas que estan definidas de diferente
manera a lo largo de distintos intervalos de la recta real. En estas funciones, cuando
queremos estudiar el limite en los puntos donde cambia la expresion analitica, es
necesario calcular los limites laterales, viéndose asi la tendencia de la funciéon a ambos
lados del punto.

Definicion: Una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor X, por la izquierda,
y se denota lim f(x) =L, sise cumple:

X=X

lim f(x)=L <& Ve>0;36>0: x,—6<x<x, =|f(x)-L<e

X=X

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcion en el entorno a la izquierda de X,.

Definicion: Una funciéon f tiene limite L cuando x tiende a un valor x¢ por la
derecha y se denota lim f(x) =L, si se cumple:

X%XO

lim f(x)=L < Ve>0;36>0: x,+5>x>x, =[f(x)-L<e

X=X

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcidn en todo entorno a la derecha de x,.

Teorema: El limite de una funcién f(x) en x existe si, y solo si, existen los limites
laterales y éstos coinciden:

lim f(x)= lim f(x)=L = lim f(x)=L

X=X,

lim f(x)=L= lim f(x)= lim f(x)=L

X=X,

Este teorema serd muy importante en los ejercicios de la PAU donde se nos pide
estudiar la continuidad de funciones definidas a trozos. Ademas, como veremos en el
apartado 6.4, es el método utilizado para resolver las indeterminaciones de los limites

.k
del tipo S

4.2. Propiedades de los limites:

1. Siuna funcién es convergente en un punto ésta acotada en un entorno del punto.

2. Sean f(x) y g(x) dos funciones convergentes en X,, tal que ll_)rxn f(x)=L vy
}1_)nx1 g(x)=L". Se cumplira: 0

a) (f+g)(x) es convergente en x tal que }ern( f+g)x)=L+L'

b) (f-g)(x) es convergente en X, tal que }1_)nxl (f—g)x)=L-L'

¢) (fg)(x) es convergente en X, tal que }1_)nxl (fre)x)=LL

d) (f/g)(x) es convergente en x¢ si L’#0 tal que lim(f/g)(x)=L/L
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Ejercicio 2. Dada la funcion f(x) con la siguiente grafica, calcular los limites:

q . [P
v

-1

-2

a) lim f(x) conneZ > lim f(x)=n+1
b) lim f(x) conneZ = lim f(x)=n

¢) lim f(x) conneZ > lim f(x) no existe pues lim f(x)# lim f(x)

Ejercicio 3. Hallar el limite, si existe, de f(x)=|x|-1 cuando x tiende a cero

Siempre que tengamos una funcion con valor absoluto, la redefiniremos como una
funcion definida a trozos. La forma de proceder es estudiar los intervalos donde el
argumento del valor absoluto es negativo, cambiando en dichos intervalos el signo de
dicho argumento y conservando el signo en el resto de la recta real:

x si x>0 x—1 si x>0
x|= 2> fx)=
—-x si x<0 —x—-1 si x<£0

Nota: el igual se puede poner en cualquiera de los dos trozos de la funcion (pero solo
en uno) ya que en ambos casos el valor de y es cero.

lim f(x)=0-1=-1, lim f(x)=-0-1=-1 91ingf(x)=—1

x—0% x—0" x—

Veamos la grafica de la funcion:

\ 3 /
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Ejercicio 4. Hallar el limite, si existe de f(x)=|(x2-1)| cuando x tiendea 1l ya-1

Definamos la funcién como una funcién a trozos. En este caso x°-1 es negativo en el
intervalo (-1,1).

x2—=1 si x<-1
f(xX)={-x+1si —-1<x<l
x* =1 si x21

hmfuy4ﬁ4=o,mnﬂ@=—ﬁ+1=oeh@fuﬁw
x—lt x—1" x—

lim /(x) =)’ +1=0, lim /(x)=(-1* ~1=0 > lim /(x) = 0

5. Distintos tipos de limites

5.1 Limites infinitos cuando x tiende a un numero real (asintota
vertical)

En este apartado vamos a estudiar el caso de funciones que cuanto mas se aproxima x a
un valor X, bien por la izquierda, por la derecha o por los dos, la funcion se hace
infinitamente grande (tiende a +oo) 0 pequeia (tiende a -o0). Cuando esto ocurre se dice
que la funcion f(x) tiene asintota vertical en x=x, Veamos los siguientes casos:

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a Xo por la izquierda si
cuando para todo valor K existe un entorno a la izquierda de X, tal que la funciéon en
este entorno es mayor que K. Matematicamente

lim f(x)=+4cc & VK >030>0:Vxe (x,-d,x,) = f(x)>K

X%XO

. — sl x<1
Ejemplo: f(x)=11— x
2 si x21

lim f(x) =+ ya que cuanto mas se aproxime x a 1 por la izquierda entonces x-1 mas
x—1"

pequeiio y positivo y por tanto f(x) mas grande. Es decir, cuando x—=>1" entonces la
funcion f(x)—>+oo.

En cambio lim f(x) =2
x—1*
Cuando esto ocurre la funcion se aproxima a la asintota vertical x=1. Es decir cuando la

funcion se aproxima a 1 por la izquierda, ésta se acerca infinitamente a la recta x=1, que
es paralela al eje OY
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Veamos la gréfica:

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +eo cuando x tiende a x¢ por la derecha, si
para todo valor K existe un entorno a la derecha de x( tal que la funciéon en este
entorno es mayor que K. Matematicamente

lim f(x) =+ & VK >035>0:Vxe (x,,x, +0) > f(x)>K

X=X

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo al acercarse X a X, cuando para todo
valor K existe un entorno de x¢ tal que la funcidn en este entorno es mayor que K.
Es decir, tiende a +oo por la izquierda y por la derecha. Matematicamente

lim f(x) =40 & VK >035 >0:Vxe (x, —0,x, +0) > f(x)>K

X—)XO

Ejemplo: f(x)=

o
(x—2)’

1
lim f(x)=1lim ——— =
y B x—2" f( ) x—2" (x — 2)2 _ 1 1 _
im f(x)= = lim S =0
¥—2 . . 1 =2 (x—2)
lim f(x)=1lim ——— =
x—2* x—2* (x — 2)

Veamos la grafica de la funcion y asi podremos interpretar el significado del limite:
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

De igual forma que hemos estudiado el limite a +oo , el limite a -« es equivalente, s6lo
hay que cambiar K por —-K

lim f(x)=-0 & V-K <036 >0:Vxe (x,,x,+5) > f(x) <-K

x—x,

lim f(x)=—0 & V-K<035>0:Vxe (x, -0,x,) > f(x)<-K

x—x,

lim f(x)=—0c & V-K<030>0:Vxe (x,-,x,+0) = f(x)<-K

X=X

Muchas veces las funciones f(x) tienden a +eo por un lado de x¢ y a -0 por el otro lado
de xo; cuando esto ocurre el lim f(x) no existe, ya que para existir debe coincidir los

X—)Xo
limites laterales.
Ejemplo:
1 .1 .1 .1 .
f(x)=— lim — = —co, lim — =0 = lim— = noexiste
X x—=0" X x—0" x x=0 x
Veamos la grafica:
3
2
1
-2 -1 1

-2

Definicion: La funcion f(x) tiene asintota vertical en x(, cuando alguno de los dos

limites laterales o los dos valen « 0 -, es decir ocurre al menos uno de estos 4 limites:

lim f(x)=+eo , lim f(x)= +oo

lim f(x)=—e , lim f(x)=—oo
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

5.2 Limites finitos cuando x tiende a infinito (asintota horizontal)

En este apartado estudiamos el comportamiento de algunas funciones en las que, cuando
la x toma valores muy grandes o muy pequefios (es decir “muy negativos”) la funcién se
aproxima cada vez mas a un valor L. Si esto ocurre se dice que f(x) tiende a L cuando x
tiende a +o0 0 a -00. Veamos la definicion:

Definicion: Una funcion f tiene por limite un nimero real L cuando x tiende a +oo, si se
cumple:

lim f(x)=L ©Ve>0,3K>0:Vx>K=| f(x)-Lke

Interpretacion grdfica de la definicion: Para cada entorno de y=L encontramos un valor
de x=K, tal que para valores de x mayores que K, la funcion (y) dentro de este entorno
en y=L.

Definicion: Una funcion f tiene por limite un numero real L cuando x tiende a -oo, si se
cumple:

lir}l f(x)=L ©Ve>0,1-K<0:Vx<-K=|f(x)-Like¢

Interpretacion grdfica de la definicion: Para cada entorno de y=L encontramos un valor
de x=-K, tal que para valores de x menores que -K, la funcion (y) dentro de este entorno
en y=L.

Cuando ocurre una de las dos condiciones, o las dos, la funcién tiene una asintota

horizontal y=L. Es decir, cuando x se hace infinitamente grande (x>=) o infinitamente
pequeiio (x—>-), la funcidn se acerca a la recta paralela al eje OX y=L

Ejemplo: y=(2x+1)/x

AH. y=2
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Definicion: Una funcion f(x) tiene una asintota horizontal en y=yy si se cumple una de
las siguientes condiciones (o las 2):

a) lim /(x) = ,

b) lim f(x) =y,

5.3 Limites infinitos cuando x tiende a infinito

En este ultimo apartado estudiaremos 4 casos:
) lim f(x) = +eo
b) fim £ (x) = s
C) xliri f(x) =400
d) lim f(x) = oo

a) lim f(x)=+4o VK >0,IM e R:Vx>M = f(x)>K

Ejemplo: limx? = 4o o

X—>o0

1
1
1
1
I
I
I
1
1
|
1
M 2

b) lim f(x)=— ©V-K<0,IM e R:Vx>M = f(x)<-K

Ejemplo: y=3-x> lim— x> = —co

X—>o0

KAz |
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

¢) lim f(x)=+0 & VK >0,3-Me R:Vx<-M = f(x)>K

Ejemplo: y=f(x)=x>, lim x* = +oo

d) lim f(x)=- &V-K<0,3-Me R:Vx<-M = f(x)<-K

Ejemplo: y=f(x)=-x>+1 lim—x* +1= —oo

X—>—o0

6. Calculo de limites

6.1 Operaciones con limites. Indeterminaciones

En el apartado 4.2 vimos las propiedades de los limites, y como se relacionan los limites
de dos funciones cuando estas funciones se estain sumando, multiplicando y dividiendo.
Al haber limites cuyo valor es oo y -co, tendremos que ver como operan los nimeros con
too. Veamoslo:

Suma y diferencia:
1) VkeR ktoo=too

2) ocot+oo=00

3) =00=00==00
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Producto:

1) VkeR" (k>0) k-oo=co = ejemplo lim 3x = +oo

X—>+oo

2) V-keR (-k<0) -kroo=-c0 > ejemplo lim —3x = —

3) VkeR" (k>0) k(-c0)=-0 > ejemplo lim 3x = —eo

4) V-keR (-k<0) -k(-o0)=c0 > ejemplo lim —3x = +oo

Cociente:

1) VkeR +L=O - ejemplo limi=0

X—>Fo X

+ too . . —X
2) VkeR®™ —— =200 > ¢jemplo lim — = —oo
k x40 4
too _ . .X
3) V-keR _k = Foo > ejemplo lim —4 = —o0

Exponente:

1) VkeRk>1 k% =+c0 > ejemplo lim 2" =+oo

X—>+oo

2) VkeR 0<k<l k™ =0 = ejemplo lim (lj =0

x—+eo| D

3) VkeRk>1 k™ =0 2>ejemplo lim 2" =0

xX—>—00

4) VkeR 0<k<l k™ =+ -> ejemplo lim (lj = oo

x—+oo| D

Indeterminaciones:

1) oo-c0, -cotoo > gjemplo limx —x”

X—>00

(x* +3x)

2) 0:(fe0) -2 ejemplo lim
xoe x —2

3) %9 ejemplo liml

x—0 x

1

too . x?
4) ry - ejemplo lim*—

=0 x

too . X0 +2
5) . - ¢jemplo lim al

X—po0 X
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2
6) 9 ejemplo lim % "+ 2

x—0 X

1
7) 17 > ejemplo: 1in3(1+x)"
1

8) 0~ > ejemplo: ling(x);

1

9) o’ ejemplo: lim(x)*

Nota: a) en el apartado 7, cuando expresamos 1~ ¢l 1 significa tendencia a 1 (de
hecho lim(1)* =17 =1). b) en el apartado 8, 0~ es tendencia al 0.

(o o]
6.2 Resolucion de indeterminaciones del tipo —

oo
Las situaciones mas simples en las que aparece es al calcular los limites infinitos de
fracciones polindmicas. Estas indeterminaciones se resuelven dividiendo el numerador y
el denominador por la méxima potencia de x del denominador

Ejemplos:
S5x°=3x+2 5 3 N 2
. 5xT=3x+2 . 3 x x* x_0
a) li x3 al = lim —; X =lim*—2X X ———9
i X 43x=5 o x 43x=5 e, 35
)C3 x2 x3
—x’ +3x+2 3 +§+7
ot — x? 43x =5 e —x? 43x =5 o 3 5 -1
x? x  x’
—3x" +3x+2 3+3+ 2
—3x° .z —3+t -+
¢) lim M: lim ——* = lim _x x> _~3_3
xoke —2x? 43x =5  xowm —2x? +3x-5 o, 35 -2 02
x? x  x°
Conclusion:

m m—1
i S +a, x" ..+a,
o+ h x" +b X"+ + b,

m
a,x"+a,_ ..ta
a) n>m = lim =0
xotoh x" +b, +...+bo
m m—l ra
a,x" +a,_ wota —oo si /<0
b) m>n > lim 2 — o
o b x"+b, X" 4. +b, | +oeo si >0

n n—1
ax"+a, x""..+a a
¢) m=n-> lim — 0 ==
e b x"+b X" +..+b, a

n
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[o e}
Estos no son los unicos tipos de limites en donde aparece la indeterminacion —,
o0

veamos otros casos diferentes

m m—1
amx +am71x ...+CZO

lim =0 (k>1
X—>+o0 kx ( )
lim k — =00 (k>1)
e b x"+b X" +..+b,

m m—1
lim o ta, X .ta, _ oo (k> 1)
X oo log, x

1

lim 08 X —0 (k>1)

e p X" +b X" +..+b,

En estos limites hay que fijarse en la tendencia a oo de las funciones del numerador y del
denominador. Asi si la funcion del numerador crece mas rapido se cumple que el limite
sera = oo (el signo depende de los signos de la fraccion); por el contrario si la funcion
que mas rapido crece es la del denominador el limite sera 0; por ultimo si ambas crecen
de igual forma el limite serd el cociente de los coeficientes de mayor grado de cada

funcién. Ordenando las funciones oo de menor a mayor crecimiento a o se cumple:

...<logjo(x) <logz(x)< logs x o<lx = x P ex< <0 <2<B< L 10%<.

6.3. Resolucion de indeterminaciones del tipo %

Aparece este tipo de limites principalmente en 2 casos diferentes:

1) Cociente de funciones polinomicas: Se resuelven descomponiendo factorial-
mente numerador y denominador (aplicando Ruffini con raiz la del limite, ya
que es el valor donde sea anulan los dos polinomios), simplificando los factores
comunes.

Ejemplos:

2
lim— X -iz-x 6 — lim (x 22(x+3) ~ lim 2(x+3) :i
=2 x” =T7x" +14x -8 =2 (x=2)(x" =5x+4) =2(x"-5x+4) -2

X037 43x+1 0 . (x+D(xXT+2x+1) . (P +2x+1) 0
lim . =—=lim > = lim ~—; =—=
==l xT =3x-=2 0 =1 (x+Dx"=-x=2) 1 x"=x=-2 0

= llmwz hm(x—-i_l)zi_
=l (x+)(x-2) o(x-2) -3

3 2 2 _
limx 5 3x:hmx(x 3):hmu:_3:3
=0 2x" —x 0 x(2x—-1) =0 (2x-1) -1

nota: cuando el limite tiende a 0 en vez de Ruffini sacamos factor comun, pues la raiz es
cero, y por tanto el factor es x.
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2) Cociente con funciones racionales: Se resuelven multiplicando numerador y
denominado por la expresion conjugada de la que lleva raiz y aplicando Ruffini:

Ejemplos:
Xox 0 (@ -nExtdd2) (@ -0(aa+2)

lim——

=—=1lim =
0 Yx+4-2 0 0 x+4-2)(Wx+4+2) 0 x+4-4
_lim(xz—x)(\/x+4+2) (x—DWx+4+2)
X 1

= lim -4

x—0

x—0

6.4. Resolucion de indeterminaciones del tipo %

Este limite puede ser +oo, -00 0 no existir por ser los limites laterales diferentes (uno +oo
y otro -o0). Se calcula a partir de los limites laterales:

Ejemplo:
Cox*=1 k
x=1 k lim =g -t
lim == " i 0 no existe el limite
-3 x=3 0|, x -1 &k
lim =— =—o0
=3 x=3 07
.oxt =1 k
) lim ==+ )
.oox =1 k =3 (x =3) 0 .oox =1
lim == 5 lim =+
x—>3(x—3) 0 im x =1 i—+oo x—>3(x_3)

6.5. Resolucion de indeterminaciones del tipo 0-c

Se resuelven transformandolas en indeterminaciones del tipo 0 0=,
6x—-9
_ oo 2
Ejemplo: lim ;'(Zx —-3) =00 = lim S ) Bl B P S
X—>—c0 [x4 _ 2 X——o0 /x4 _ 2 (o) X——o0 x4 _ 2

4
X

=0

6.6. Resolucion de indeterminaciones del tipo oo -0

En estos limites domina la funcién que crezca tienda a oo mas rapido (ver el final del
apartado 6.2). Las indeterminaciones de este tipo con funciones irracionales que tiendan
a +oo igual de répido se resuelven multiplicando y dividiendo la funcién por el
conjugado:

lim vx* + 5x — (x +3) = lim Wt osx - e nhaiesxse3)

= = x4+ 5x + (x4 3)

9
X +5x—(x>+6x+9) . -x-9 . _1_; 1
= lim = lim = lim -
e x4 5x +(x+3) TN Sy +(x+3) 7T 142 4142 2
X X
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6.7. Resolucion de indeterminaciones del tipo 17

Estas indeterminaciones estan relacionadas con el nimero e. Se calculan de la siguiente
forma:

)ll—gcl f(x) =1 . 7 (x) . s (x)(f(x)-1) Xlgzl g(x)(f(x)-D)
=% lim f(x)*™ = lim €4 = g™
hm g(X) =00 | x-x, XX,
X—)Xo
2 2 3 2
o (x?=3x * ) 2 2_3x—1) lim x? _32X_4 lim _3)‘2_4)‘ ~
Ejemplo: lim| ——— | =17 =lime ** =7 ¥ =¢™" ¥ =7 =0
ol x4+ 4 x>0

6.8. Resolucion de indeterminaciones del tipo 07y o9

Estas indeterminaciones se resuelven aplicando logaritmos y transformandolas de este
forma (aplicando la regla del logaritmo log(ab)Zb-log(a)) en los anteriores limites:

Veamos un ejemplo de cada tipo:

Ejemplo 1:

L= )lcl_r;{i)x ; =0" —In(L) = )lci_rgln(ijx ) = )lci_ri}(xz + 2)11{%) = 00 In(0") = co-(—o0) = —00
Como In(L)=-00 2 L=¢"=0

Ejemplo 2:

L=lim(x+ e =0 —In(L) = limln(x+ ) = 1@@ = z =0

Como In(L)=0 > L=¢"=1
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Ejercicios

Ejercicio 5. Calcula, en las siguientes funciones representadas, las siguientes
cuestiones:

Yi Y

a) f(-3)=2, f(-2)=0, f(0)=2, f(4) no existe 4¢ Dom(f(x))

b) lin}f(x) =3, li_%lf(x)=2, lim f(x)=2,lim f(x) = noexiste, ling f(x) = no existe
x> x x—3" x—3" x—
limf(x)=1, limf(x)=0, linll f(x)=no existe, lir? 1f(x)=1
x—l- x—-lt X! xX—.

¢) g(1)=0, g(2) no existe 2¢ Dom(f(x))

d) lin31 g(x)=—oco, lim g(x)=-2, lim g(x)=0, lim g(x) =+, lim g(x) =+,
x— x—2" X—>+o0 X——00 x—0"

lim g(x)=—co, lim g(x)=no existe, limg(x)=no existe
x—=0" x—1* x—=2

Ejercicio 6: Calcular el limite:

1

-
g
|

1
— lim yo2m X—2 __ oo __

. - Tl e =~ =0 . - .

lime* 2 =2 = — lime*? =no existe

x—2 lim — x—2

)
|

Ejercicio 7: Calcula cuanto debe valer “a” para que la siguiente funcion, f(x), sea
x+1 six<1

convergente en x=1: f(x) = 3.ax® si x>1

lim f(x)=3-a, lim f(x)=2.El limite lirr} f(x) existe siempre que a=1.
x—1*" x—1" x—

Ejercicio 8: Siendo f(x)=V2x + 3 calcular el siguiente limite:
1imf(x)—3f(3): \/2x+33—3:\/1_11—3:\/—1_3
X — X —

lim 1
x—4

x—4
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Ejercicio 9: Calcular los siguientes limites

lim — = oo
a) limx™*=0,b) lim4x* =o0, ¢) lirr(}—3:6(ind) 0 )g no existe
X—>+oo X——00 x—0 x S
fim 5
lim ! +
2 —— =400 5
2
d) 1imx—=11mi—l( nd)l 0" 5x° = oo @) hmx——O ) lim—==0
x—0 § x—0 SX lim 1 = 1o 03 x>0 x
x—0" Sx

)hm[ 2 3 }=o+0=o, h) lim 3™ =3 =0 i) lim 3™ =3~ = oo

x>t x? 41 x42 x>0
x3
(2 (2Y . x’ o X . x’ oo
j) l1m(—j :(—j =0 k) Iim ——=—=lim ———— = lim =— =00
x—4eo| 3 3 X—>+o0 [x2_2 oo X—>+oo [x2_2 X—>+oo l_i 1
X x’
. 2x*-3x-1 - x’ -1 -
D li %z—w m) llmx3 =0 n) lim x2—x+6 —oo
xmme x7 43 x=meo x7 —] xo=e x© 4+ 3x 42
x’ - D(x—1 H(x-3) -
o) lim™ 1= jj HDOTD 2 lim—x 6 _0_ |jp XY =5
Sl -1 0 S (=D +x+l) 32 437 +2x 0 x+2x(x+l)(x+2) 2
im*=3 -1
q) lim —5x+6 _0_ =lim G=3)x=2) 1)y x-2 0 0 no existe
=2yt —4x+4 0 =2(x=2)(x-2) O limx_3:_—1:—°0

-1 (x—D)(Wx +1) x-DWx+1) . (x+1)
l _ =lim———2"  —lim———~Z2 =2
0 lim = =ln OV O S S P
2- \/ L-va—xo+va—x) . 4-4+x . 1 1
s) im————— =1lim =1lim =1lim S
2550 50 x(2++/4—x) 50 x-(2+\/4Tx) =004 fa—x 4
) lim lim XV I+x+41 x( I+x+v1 x)_l WI+x+41 x)

HDl+x—1=x P 1+x—/1=x)6 1+x+ x) x—)O I+x—(1-x) 0 2

hmx2+6x—9 18 N

2 —:—+: o0

u) limwzﬁz A 2x—3 0 no existe
x—3 x—3 0 limx +6x—9_§__00

x—3” x=3 0

llm2)c2+6)c—3_ -3 =3 ___3_00
2x° +6x—3 =3 |0 2x% —5x ( +)2 0* ( +)2+O’ 0
x—0 2x2_5x 0 . 2x2+6x—3 _3

1m 2 +
=0 2x2—5x 0

no existe

= —0Q
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Sy A2 4_,
Wt 2 X ) = A T i r D) xllfl(mw—) -

3x+2 . Sx+1 . (6x+4 6
. [ 5x+1 e xhl}l(3x+2)(5x—l lj _ }gt;( 5):—1) _ 5
x) lim =1"=e =e =e

(3 X+ x~(x=1) 3x?
3 x—1 11m(—j[ —1] hm( j[ ] li X 3
(x +1J T AU ID B P QR TID B R

=1

1

T e

aa) lim ———11 -
)x—)oo \/__*_1 %) x—>°°\/I+L
Jx

ab) hm( 07 25— (2= em o 4¢SS5 —1xt9) L 1214

= 4yt —5+x-3) "*(\/4x s+(2-3)

8|8

12—E 12
=lim X =—=3

Hw\/4—52 -3
X X

V2x—4 0 . 2Vx-2 . 2 2
ac) lim =—=lim—— =

=2t x =2 0 xo2° x—=2 -2 x =2 O+

Ejercicios PAU

Septiembre 2004. Prueba B. C-4. Determinese el valor del parametro a para que se

verifique lim (\/x’+ax+1—x)=2.( 1 punto)

N . (\/x +ax+1- x\/x +ax+1+x)
2 —_ =
b o= o Ve rareta) a1 x

—lim @D e _a_, oy

S raxtlan) Vi1 2

S—
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TEMA 2 FUNCIONES. CONTINUIDAD.

Definiciéon de Continuidad

. Tipos de discontinuidades

3. Continuidad de las funciones elementales. Operaciones con funciones
continuas

4. Teoremas de continuidad

4.1.Teorema de conservacion del signo

4.2. Teorema de Bolzano

4.3.Teorema de Darboux

N —
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Contexto con la P.A.U.

Los problemas que aparecen en el examen de la PAU relativos a este tema son de dos
tipos:

1. Aplicaciones del teorema de Bolzano

2. Estudiar la continuidad de funciones

1) En muchos de los examenes de la PAU aparecen cuestiones donde tenemos que
aplicar el teorema de Bolzano. La forma de plantearnos el problema en el examen varia:

e Nos dan una ecuacion y nos piden demostrar que existe al menos una
solucion (pueden darnos o no un intervalo) para tal ecuacion

e Nos dan una funcién y nos piden demostrar que esa funcién toma un valor
determinado (pueden darnos o no un intervalo)

® Nos dan dos funciones f(x) y g(x), nos piden demostrar que estas funciones
se cortan (pueden darnos o no un intervalo), es decir f(x)=g(x).

Todos estos problemas se resuelven operando con las igualdades de forma que
obtengamos una expresion de la forma F(x)=0, a dicha funcion, F(x), tendremos que
aplicar Bolzano, bien en el intervalo que nos dan o buscar nosotros el intervalo.

En alguna de estas cuestiones se nos pide demostrar que la solucidon es unica, para lo
cual debemos probar que en ese intervalo la funcidon es so6lo creciente o decreciente,
para lo cual necesitamos la derivada de la funcion y aplicar su relacién con el
crecimiento que veremos en el tema 4.

2) Otro problema tipico de selectividad es el estudio de la continuidad y derivabilidad
de una funcion (generalmente definida a trozos o un valor absoluto), o bien determinar
el valor de unos parametros para que la funcion sea continua o derivable. En este tema
veremos como estudiar la continuidad de tales funciones, la derivabilidad se vera en el
tema siguiente.

28 Apuntes de Matemiiticas Il para preparar el examen de la PAU



Unidad 2. Funciones .Continuidad

1. Definicion de Continuidad

Veamos la definicion de la continuidad:

Definicion: Una funcion f(x) es continua en un punto X si en dicho punto se cumplen
las siguientes tres condiciones:

1. Existe lim f(x)

2. La funcién definida en Xy, es decir xoe Dom(f(x))

3. Los dos valores anteriores coinciden: lim f'(x)=f(xo).
X=X,

Ejemplo:

1) Dom(f(x))=(-02,3)[5,00)
Continua en todos los puntos del dominio menos en

a) x=-3-2> lim3 f(x)=3#£(3)=2
b) x=1-> lirrll f(x) no existe pues los limites laterales son distintos
c) x=5-> 1irr51 f(x) no existe pues no existe el limite por la izquierda

2) Dom(g(x))=(-2=,0)(0,1]U(2,3)U(3,%0)
Continua en todos los puntos del dominio menos en

a) x=0-> lirr(} g(x) no existe pues los limites laterales son distintos
X!
b) x=1-> lirrll g(x) no existe pues no existe el limite por la derecha

c) x=3-> 1irr31 g(x) =—c pero 3¢ Dom(g(x))

José Luis Lorente Aragon
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Definicion: Una funcién f(x) es continua en un intervalo (a,b) si en todos los puntos del
intervalo es continua. Esto ocurre cuando al dibujar la grafica “no levantamos el boli de
la hoja para dibujarla”

En el ejemplo anterior f(x) continua en (-o0,-3)U(-3,1)U(1,3)U(5,0). La funcion g(x) en
(-W,O)U(O,I)U(2,3)U(3,°O)

2. Tipos de discontinuidades

Definicion: Una funcion f(x) es discontinua en un punto X, si no es continua en dicho
punto.

Existen dos tipos de discontinuidades:
a) Discontinuidad evitable
b) Discontinuidad no evitable

Discontinuidad _evitable: Una funcion f(x) presenta una discontinuidad evitable en el
punto X si se cumple las siguientes condiciones:

1. Ellimite de la funcidn en x existe,

2. El limite no coincide con f(x¢) o bien la funcion no esta definida en x, (es decir
xo2 Dom(f(x))

Ejemplos:

1) 5 Y4

—47/-2—1 5(011 28 oy

ling f(x)=4# f(2)=1. Esta discontinuidad se evita redefiniendo la funciéon en x=2,

haciendo que en este punto la funcién tome el mismo valor que el limite es decir f(2)=4

2

— SI x#2
x—2
4 st x=2

Asi la funcion f(x) = =x+2 sies continua pues lirr21 f(x)=4=f(2)
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1

2) g(x)=e =

a.5

lirrol g(x)=0 pero 0¢Don(g(x)). Esta discontinuidad se evitaria si redefinimos la

—1/x2 .
e’ si x#0

funcion tal que en x=0 esta valga lo mismo que el limite: g(x)Z{
0 six=0

Discontinuidad no_evitable: Es aquella en la que el limite en el punto o no existe o es
infinito. Pueden ser a su vez de 2 tipos:

1) Salto finito en xy: los limites laterales no coinciden lim f(x) # lim f(x)

X=X,

Y
~1six<0
21 f(x) = sg(x) = 1c:sne=c|
1s5ix=>0

*3 /im f(x) 3 lim f(x)

x—= 0 x—0
o lim f(x)= lim f(x)
x—=( x—=1{)

José Luis Lorente Aragon
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2) Salto infinito en xy: cuando los dos limites laterales en Xy o al menos uno de
ellos es +oo 0 -o0.

o lim 1 =—c o [im f(x)=1+x
=0 w0

3. Continuidad de las funciones elementales. Operaciones con
funciones continuas.

Las funciones elementales, por lo general, son continuas en todos los puntos del
dominio. Las discontinuidades més importantes aparecen en funciones definidas a
trozos (discontinuidades evitables o de salto finito), y en funciones con denominador en
el valor donde se anula éste (discontinuidad de salto infinito).

Operaciones de funciones continuas: Sean f(x) y g(x) funciones continuas en X,
1) Las funciones suma y resta (f £ g)(x) son continua en Xy
2) La funcion producto (f-g)(x) es continua en X,
3) La funcidon division (f/g)(x) es continua en X, si g(xo)#0

4) Si g(x) es continua en Xy y f(x) es continua en g(Xo) entonces la funcion
compuesta (f-g)(x) es continua en X.

4. Teoremas de Continuidad

4.1. Teorema de conservacion del signo

Teorema de conservacion del signo: si una funcion f(x) es continua en el punto xo de
manera que f(X)#0, se cumple que en un entorno del punto la funcién conserva el
signo, Esto es si f(x0)>0 se cumple que en un entorno de x( la funcién positiva, y si
f(x0)<0 entonces en un entorno de X, la funcion es negativa.

Veamos un ejemplo grafico:

..

Xo
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4.2 Teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano: Siuna funcion f(x) es continua en un intervalo [a,b] tal que f(a) y

f(b) tienen distinto signo (f(a)-f(b)<0), entonces existe al menos un punto ce (a,b) tal que
f(c)=0.

Veamoslo graficamente:

-1

vy

0.4

cm—mm®

Vemos que el teorema de Bolzano nos asegura al menos una valor c tal que f(c)=0, pero
como vemos puede ocurrir que este valor de x no sea unico. Para asegurar que solo es
unico debemos ademas de aplicar Bolzano ver que la funcion en el intervalo (a,b) es
siempre creciente o decreciente
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54,4
Ejerciciol: encontrar un intervalo donde la funcion f(x)=%31 corte al eje x, es
decir f(x)=0

Tenemos que la funcion es continua en R-{3}. Busquemos un intervalo, que no
contenga x=3, tal que el signo de sus extremos sea diferente.

f(0)=1/3>0 f(1)=-1/2<0
Asi la funcion f(x) cumple Bolzano en [0,1]:

- es continua en este intervalo
- f(0)1f(1)<0

Luego 3 ce(0,1) : f(c)=0.

Veamos la gréfica de la funcion:

X

El teorema de Darboux es un corolario del teorema de Bolzano:

4.3 Teorema de Darboux

Teorema de Darboux: Si f(x) es una funcidn continua en un intervalo [a,b], se cumple
que para todo valor Me [f(a), f(b)] existe ce (a,b) tal que f(c)=M.

Demostracion: sea g(x)=f(x)-M, esta funcion cumple Bolzano en [a,b]: 1) es continua
en [a,b] al serlo f(x) y 2) g(a)-g(b)<0, y por lo tanto, existe al menos un valor c:
g(c)=f(c)-M=0-> f(c)=M.

f(b)f
M=f(c)
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Ejercicio 2: Decir un intervalo de x donde la funcion f(x)=x2-x+3 valga S.

Esta funcion es continua en R, luego podemos aplicar el teorema de Darboux. Tenemos
que buscar un intervalo [a,b] tal que 5 esté comprendido entre f(a) y f(b). Sea [1,3] se
cumple f(1)=3 y f(3)=9 luego como 5€ (f(1),f(3)) = existe ce (1,3) tal que f(c)=5.

También podemos hacer este problema aplicando Bolzano:

Si f(x)=5 entonces x*-x+3=5 2> x*-x-2=0. Llamando g(x)=x’-x-2, veamos que cumple
Bolzano en [1,3]:

- Es continua en este intervalo
- g(1)=-2, g(3)=4, luego g(1)-g(3)<0
Existe ce (1,3) donde g(c)=0, y por tanto f(c)-5=0, y por tanto f(c)=5

José Luis Lorente Aragon

35



Unidad 2. Funciones .Continuidad

Ejercicios
Ejercicio 3: Estudia la continuidad de las siguientes funciones

| x|
5121

a) f(x)= x
5 si x=0

si x20

El valor absoluto puede dividirse en dos partes: cuando lo que estd dentro del valor es
negativo este cambia de signo, y si es positivo no se cambia.

5~ six<0 6 si x<0
X
f(x)==45 si x=0=45 si x=0

5% ¢ x>0 |4 si x>0

RS
. lim f(x) =4 o .
£1_r)13 f(x)= lim /(x)=6 no existe , discontinuidad de salto finito

f(x) es por tanto continua en R-{0}

xt =1 si x<2

x+1 si x>2

b) g(x)= {

Es una funcién definida a trozos, donde cada uno de ellos es un polinomio, que son
continuos en R; El tnico punto que tenemos que estudiar la continuidad es en x=2,
donde g(x) cambia de expresion analitica:

limx+1=3
: _ x—2" _ —
}grzlg(x) = lim? —1=3 =3 =g(2).
x—2"

Luego g(x) continua en R.

Q Si x#3
¢) h(x)= x—3
6 si x=3

Es una funcion definida a trozos, uno de ellos es una fraccion algebraica, asi que en los
puntos donde se anule el denominador puede no ser continua. Como coincide el punto
donde se anula el denominador con el cambio de expresion analitica (x=3) sdlo hay que
estudiar la continuidad en este punto.
2
. . x’=9 0 .. (x=3)(x+3

111r31h(x) =lim——=—= hmw
x—

= lim(x +3) = 6=£(3)=6
x—3 x_3 O x—3 (x_3) x—>3( ) ( )

La funcion h(x) es continua en R
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2x -1 si x>-1
3 si x<-1

d) 1(x)= {

Es una funcion definida a trozos, en cada uno de ello la funcién es un polinomio, asi que
el tnico punto donde hay que estudiar la continuidad es en x=-1, alli donde cambia de
expresion analitica:

lim /(x)=3
: — x——-1" [ i =-
}1_{1_11 [(x)= lim 7(x) = lim 2x—1=—3 — No existe , luego no es continua en x=-1, de
x——1* x——1*

salto finito.

De esta forma I(x) continua en R-{-1}.

Ejercicio 4: Calcula el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas
en todo R

sen(3x) si x<7m/2

2k + cos(2x) si x>7mw/2

a) f(x)= {

Es una funcién definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son expresiones
trigonométricas, continuas en R. Luego el tunico punto donde puede existir
discontinuidad es en x=m/2, alli donde la funcién cambia de expresion analitica.
Veamos si f(x) es continua en 7/2

lim f(x)= lim 2k+cos(2x)=2k—1

. _| =) ()
122 Jx) = lim f(x)= lim sen(3x)=-1
2 s V4
SIS
El limite existe si los limites laterales son iguales, esto ocurre si k=0. Ademas cuando
k=0 se cumple f(m/2)=-1,y por tanto la funcién es continua en x=m/2

De esta forma la funcion es continua en R si k=0

x+2

b) gx)=4 x-2
k si x=2

si x#2

Es una funcion definida a trozos, en uno de ellos la funcion es una fraccion algebraica
que puede no ser continua en los puntos donde se anual el denominador (x=2). Como
este punto coincide con el punto donde la funciéon cambia de expresion analitica, es el
unico punto donde tenemos que estudiar la continuidad de g(x).

. x+2 4
. . x+2 4 ll_gl—x_zzgz_oo } .
£1E)rzlg(x):£1£121x_2:6 ) x+ 2: 4 . el limite no existe, asi que

independientemente del valor de k la funcion g(x) no es continua en x=2
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I+|x| six<O0
) kx)= 14 k si x=0

Ex+1 si x>0
2

Como [x| estd definido para valores negativos (x<0), es equivalente a sustituir |x| por —x:

I-x six<0
k(x)= < k si x=0
3
—x+1 si x>0
Es una funcién definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son polinomios, y

estos son continuos en R. El Unico punto donde puede presentar discontinuidad es en
x=0, alli donde la funcién cambia de expresion analitica.

liml+|x =1
x—0"
limk(x) = =1
=0 () lim§x+l=l
x—0*

Para que sea continua ha de cumplir que k(0)= ling k(x). Por tanto k(x) serd continua si
k(0)=k=1 = k=1
x*+2

e) m(x)= ;‘_2

six>3

+ksix<3
x—4

Es una funcién definida a trozos, en cada uno de ellos las funciones son fracciones
algebraicas, que no son continuas en los puntos donde se anulan el denominador. En la
primera de ellas ocurre en x=2, pero como esa expresion analitica solo existe para x>3,
nuca tomara ese valor. La segunda se anula para x=4, pero como la expresion definida
para X<3 nunca tomara ese valor. Asi que s6lo hay que estudiar la continuidad en x=3, donde la
funcion cambia de expresion analitica:

im "3 k= 6+k
limm(x) = X - 4 El limite existe si k=17. Ademas si k=17 m(3)=11
7 im > 2

=3 x =2 1
y por tanto continua en 3 y en todo R.

Ejercicio 5: Hallar el dominio y la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(x)=[x*-6x+5|

El dominio de la funcién f(x)=|x2-6x+5\ y su continuidad es todo R, ya que el valor
absoluto de f(x) es continuo en los mismos puntos en los que sea continua la funcion
x>-6x+5, que es un polinomio.
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b) g(x)=vA+x +/4—x 22

El dominio de una raiz cuadrada son todos los puntos donde el radicando es positivo o
cero. Como g(x) esta definida a partir de suma la de tres funciones, el dominio sera la
interseccion de los tres dominios. Veamos uno a uno por separado:

J4+x Dom=[-4,)

J4—x Dom=(-04]

2V2  Dom=R

Dom(g(x))= [-4,00)M(-e0,4]"R=[-4,4]

En los puntos del dominio la funcién es continua menos en -4 y 4 De esta manera g(x)
continua en (-4,4)

En -4 no es continua pues lim g(x) = no existe

x——4

En 4 no es continua pues lim g(x) = no existe
x—4*

Ejercicio 6: Determinar los parametros a y b para que la siguiente funcion sea
continua en todo R

2

xe' six<0
f(x)=qax+b si0<x<1
1+ xIn(x) si x>1

Es una funcion definida a trozos, y en cada trozo la funcion es continua en su dominio
de definicion, ya que el Gnico que no es continua en todo R es 1+ xIn(x), pero como

esta definida para x>1 en este intervalo es continua.

Tendremos que ver la continuidad en x=0 y x=1 para asegurar que la funcion f(x)
continua en todo R.

- Continuidad en x=0

hmf(x)—hmxe =01=0 . ‘ ‘
hm f (x)=4qx20 El limite existe si b=0, ademas para
hm f(x)= hm ax+b=>b

este valor de b f(O)—O y por tanto la funcidn sera continua

- Continuidad en x=1

lim f(x) = 11m(1+x1n(x)) =1+10=1

lim f(x) =< " El limite existe si a=1
im0 =1 fim £(x) = limax = a ’
x>l x—1"

ademas para este valor f(a)=1 y por tanto la funcidn sera continua

Si a=1 y b=0 la funcion serd continua en R
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1 si x€[0,1)

Ejercicio 7: Sean las funciones f(x) = x sixe[l, o)

x+1 sixe[0,2)

. - o e
si xel2, ) estudiar la continuidad de f+g, f-g, f/g

glx) =

Estudiemos la continuidad de las funciones f(x) y g(x)

Facilmente se puede comprobar que f(x) es continua en todo el dominio de definicién
[0,00), y g(x) continua en todos los puntos de definicion menos en x=2, donde los limites
laterales no coinciden, es decir en [0,2)U(2,00).

a) (f+g)(x) por las propiedades de continuidad sera continua en [0,00)N( [0,2)U(2,00))=
=[0,2)L(2,%0)

b) (f'g)(x) por las propiedades de continuidad serd continua en [0,00)N( [0,2)U(2,00))=
=[0,2)U(2,e0)

¢) (f/g)(x) por las propiedades de continuidad sera continua en [0,00)N( [0,2)U(2,00))=

=[0,2)U(2,0), ya que g(x) no se anula para ningun valor de x

Ejercicio 8: Hallar y clasificar las discontinuidades de las siguientes funciones

x’—4

x°—2x

a) f(x) =

Sera continua en R menos en los puntos donde se anula el denominador es decir x=0 y
x=2, por tanto 0,2¢ Dom(f(x)). Veamos el limite en estos puntos para discernir el tipo
de discontinuidad.

-En x=0
. x"—4 -4
4 g i 0 T
lim xz =—= x(f ) — salto inf inito en x =0
=0 x"=2x 0 lim = -4 -4 _
10" x(x — 2) -20"
En x=2

2 —
lim x2 4 :9 lim w 4 =2 — evitable
=2y =2x 0 2 x(x-=2) 2

2—x six<0

b) g(x)={ .

e si x>0

Tanto 2-x como €™ son continuas para todo R, luego la unica posible discontinuidad
puede ocurrir en x=0.

lim g(x) = hm e’ =1

T ey . o o,
lim g(x)= {hm 2(x)= hm 5 x=? Discontinuidad de salto finito
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2six=0

e’ six#0

c) f(X)={

lingf(x) = lin&e_x =1+ f(0)=2 -> Salto finito

Ejercicio9: Estudiar la continuidad de f(x)
In(—x) si x<-2
sen(me) si —2<x<2
fx)= :
0 si 2<x<4
x*—12 si x=4
Funcion definida a trozos y en cada uno de ellos la funcion es continua en su dominio

de definicion, (In(-x) es continua si x<0). Veamos la continuidad en los puntos donde
cambia la expresion analitica:

lim f(x)=sen(-27)=0
= 1 — x—-2" . . .
En x=-2 > }Lrg f(x) fim £(x) = In(2) Discontinua de salto finito
x—=-2"

lim f(x)=0
En x=2-> lim f(x) =1 2% /() Continua en x=2
¥—2 lim f(x)=sen(27)=0
x—=2"

x—4* . . .
lim £(x)=0 Discontinua de salto finito

x—4"

lim f(x)=16-12=4
En x=4-> lin41 f(x)=

Ejercicio 10: Demuestra:
a) x=xs-en(x)+cos(x) tiene solucion en [-7,7t]:
Definimos f(x)= x-sen(x)+cos(x)-x tal que

1. Es continua en R y por tanto en [-Tt,7t].
2. f(-m)=-1+1>0, f(7)=0-1-7<0.

De esta forma cumple Bolzano = Jce (-w,7): f(¢)=0, es decir, la ecuacidn tiene solucion
en este entorno.

b) 3-sen(x)=e¢™cos(x) en algun valor de x.
Definimos f(x)=¢™cos(x)-3sen(x) tal que

1. escontinua en R.
2. Tomamos el intervalo [0,7/2] = f(0)=1>0 f(w/2)=0-3<0.

Cumple Bolzano—> Jce (0,/2): f(c)=0, es decir la ecuacion solucion en este entorno.

Ejercicio 11: La funcion cotg(x) tiene distintos signos en los extremos del intervalo
[3/4, S7/4] y sin embargo no corta el eje x. ;Entonces contradice esto Bolzano?

No contradice Bolzano pues cotag(x) no es continua en e [31/4, S7/4]
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Ejercicio 12: Demostrar f(x)=x’-8x+2 corta al eje OX en (0,2). ;se puede decir lo
mismo de 2X=3?
x-1
f(x) cumple:
1. Continua en (0,2)
2. f(0)=2>0, f(2)=-6<0
Luego cumple Bolzano = Jce (0,2): f(c)=0

No podemos decir lo mismo de

, pues en x=1€(0,2) no es continua.
x —

Ejercicio 13: Sea f(x) una funcion que cumple f(-2)<0 y f(0)>0 ;Es siempre cierto
que existe un valor ¢ en (-2,0) tal que f(¢)=0

Si f(x) es continua en el intervalo [-2,0] podemos asegurar que se cumple dicha
afirmacion (por el teorema de Bolzano). Sino no es asi no podemos asegurar tal
afirmacion. Lo cual no contradice que alguna funcién discontinua en donde f(a)-f(b)<0
esta corte al eje x en (a,b)

Ejercicio 14: Estudiar el dominio y discontinuidad de f(x)=In((x+2)/x%)

Pasos:

1) Dominio de (x+2)/x* 2> R-{0}

2) Al ser un logaritmo~> (x+2)/x>>0: Como x” siempre positivo tenemos que ver cuando
(x+2)>0, esto ocurre en el intervalo (-2,00)

) (x+2)

De esta forma el dominio sera (-2,00) menos el punto x=0->Dom(f(x))=(-2,0)(0,e0).

En todos los puntos del dominio la funcidn es continua pues, el limite existe y coincide
con el valor de la funcion en el punto.

Ejercicio 15: Hallar a y b para que f(x) cumpla Bolzano en [-m,x]. Hallar ¢ que
cumple Bolzano

cos(x) si —w<x<0

f(x)=Ja+x* si 0<x<l1

b )
— sil<x<nm
X

Para que cumpla Bolzano tenemos que obligar a la funcién a que sea continua en [-7t,7],
y por tanto en x=0 y x=1
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lim f(x)=cos(0) =1
Enx=0:£i£13f(x): )lci_r)lolf(x)za+0=a > a=l

x—0"

lim f(x)=1"+1=2
x—1"

En x=1: lin}f(x) = b - b=2

lim f(x)= 1 =b
x—1*

Si a=1 y b=2 la funcién es continua en [-T,7], veamos ahora que cumple la segunda
condicion:

f(-10)=-1<0
f(r)=2/7>0

Luego cumple Bolzano Jce (-wt,m): f(c)=0

Busquemos el valor c:
a) Veamos si ce [-1,0]2> cos(c)=0 = c=-1/2
b) Veamos si ce (0,1)> 1+x*=0 no solucién
¢) Veamos si ce[1,m]2>2/x=0 no solucion
Ejercicio 16: Demuestra que la ecuacién 7 =e tiene solucién en (0,1), ;lo cumple
también ¢'=e?
a) '=e solucion en (0,1)=> definimos f(x)=n"-¢, se cumple:
a) Continua en [0,1]
b) Ademas f(0)=1-e<0 y f(1)=mn-e>0
Al cumplir Bolzano Fc: (0,1): f(c)=0, y por tanto la ecuacion tiene solucion en (0,1)
b) ¢*=e solucion en (0,1) = definimos f(x)= ¢*-¢, se cumple:
a) continua en [0,1]
b) pero f(0)=1-e<0 y f(1)= ¢-e<0

Luego no cumple Bolzano y no podemos asegurar que la ecuacion tenga solucion.
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Ejercicios de la P.A.U.

Junio de 2004.Prueba A

C-2: Demuéstrese que las graficas de las funciones f(x)=e" y g(x)=§ se cortan en un punto
si x>0

Si se cortan las dos funciones cumplen entonces que f(x)=g(x).

Definimos h(x)=f(x)-g(x)=e"-1/x. Si h(x)=0 entonces f(x)=g(x) y las funciones se cortaran.
Veamos que h(x) cumple Bolzano, y por tanto h(x)=0:

a) Es continua para x>0 (no se anula el denominador).
b) Busquemos un intervalo donde cumpla Bolzano, por ejemplo [0.1,1]: h(0.1)=e*'-1<0 ;
h(1)=e-1>0

Luego cumple Bolzano dce(0.1,1): h(c)=0, y por tanto f(c)=g(c), cortandose en c estas
dos funciones

Junio de 2005. Prueba B

C-3.- Estidiese, segun los valores de los niimeros reales o y B, la continuidad de la
funcion f definida por

Xx+a .
f@={ser 0
B si x=0

., xto . ;o
La funciéon es continua en R-{0}, pues 1+e"* nunca se anula. El inico problema

1+e"™
esta en x=0, al anularse el denominador del exponente. Por otro lado en x=0 la funcion
cambia de expresion analitica, luego es el unico punto donde tenemos que estudiar la
continuidad:

Continua en x=0 si lin% f(x)=70)=p4

. xX+ao o o
+a a 11ml T T
. .X . —0"
lim f(x) = lim = — = (ind) = v lte Ite «
x—0 =04 F 1+e lim xX+a (04 _
=0 [+e 14 1

Para que exista el limite o=0. S1 =0 lirrol f(x)=0.
Por otro lado para ser continua f(0)= lirr& f(x) 2 B=0

Luego si B=0 y o=0 la funcion sera continua en x=0, y por lo tanto en todo R.
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Septiembre de 2006. Prueba A

PR2. b) Pruébese que la ecuacion 3x = e" tiene alguna solucion en (—co,1]

Definamos la funcion f(x)=3x-e"; si demostramos que f(x)=0 en (-,1], entonces se
cumplird la ecuacion. Para esto apliquemos Bolzano:

a) f(x) es continua en R y por tanto continua en todo el intervalo
b) busquemos el intervalo [a,b] comprendido en (—oo,1] y tal que f(a)-f(b)<0. Por
ejemplo [0.5, 1]: f(1)=3-e<0, f(0.5)=1.5-eO'5>0.

Asi f(x) cumplirda Bolzano en [0.5, 1], y por lo tanto, existe al menos un valor

ce(0.5,1), luego ce (-=»,1] tal que f(c)=0, y por tanto se cumple la ecuacion.

Junio de 2007.Prueba A

C-4. Demostrar que las curva f(x)=sen(x) y g(x)=1/x se cortan en algin punto del
intervalo (27, 57/2)

Si f(x) y g(x) se cortan en algin punto se cumple que f(x)=g(x), es decir sen(x)=1/x .

) . 1
Para poder aplicar Bolzano pasamos 1/x al otro miembro = sen(x)——=0. De esta
X

h(x)
forma resolver la ecuacion es lo mismo que ver que h(x)=0.

Apliquemos Bolzano a h(x) en el intervalo marcado (27,57/2):

a) Continua en [27,57/2], ya que h(x) es continua en todos los reales menos en el
0,y 0¢ [2m,57/2].
b) h(2w)=sen(2m)-1/(21)=-1/(21)<0, h(57/2)=sen(57/2)-1/(57/2)=1-2/(57)>0

Luego cumple Bolzano, y por lo tanto, existe un punto ce (2x,57/2) tal que h(c)=0, y
por ello en este punto se cumple la igualdad f(c)=g(c), cortdndose las dos curvas

Junio de 2007.Prueba B

PR-2 (b) Demostrar que existe algiin niimero real ¢ tal que ct+e“=4.

X

Si modificamos la igualdad 2 x+e”
e
existe un punto c tal que f(x)=0,es decir si podemos aplica Bolzano:

—4 =0 tendremos que la ecuacion solucion si

a) Continua en R, luego podemos tomar cualquier intervalo para aplicar Bolzano

b) Busquemos el intervalo f(0)=1-4<0. Si tomamos x=4, como €™ siempre es
positivo entonces f(4)=4+e'4-4>0.

Luego cumple Bolzano en [0.4], y por lo tanto, existe ce (0,4) tal que f(c)=0, y entonces
c+e™=4 solucion en (0,4).
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C1. Hallar a y b para que f(x) continua en todo R

a+xln(x) si x>0

f(x)=3b six=0

sen(7x .
#) si x<0
b

La funcion x-In(x) es continua si x>0 y

sen(7x) .
———— es continua en x<0, pues no toma el
X

valor x=0. De esta forma, en cada trozo las funciones son continuas en los dominios de
definicion. Por esta razon solo hay que estudiar la continuidad en x=0

Continuidad en x=0. Sera continua si ling f(x)=£(0)

| lm f()=()=2 o
lgr(} f(x)= lirg ()= =a - el limite existe si a=n y valdra lgr(} f(x)=n

(*) Calcularemos estos limites en el tema 4 (Teorema de L’Hopital)

f(0)=b, como ling f(x)= f(0)>b=n

De esta forma si a=n y b=n la funcion es continua en x=0, y por lo tanto en todo R.
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TEMA 3 FUNCIONES.DERIVABILIDAD.

1. Tasa de variacion media. Derivada en un punto. Interpretacion
1.1.Tasa de variacién media
1.2.Definicion de derivada en un punto
1.3.Interpretacion geométrica de la derivada
2. Continuidad y derivabilidad.
. Funcidn derivada. Derivadas de orden superior.
3.1.Funcion derivada
3.2.Derivadas de orden superior
4. Derivabilidad de las funciones elementales. Operaciones con derivadas
4.1.Derivadas de la funcion elementales
4.2.0peraciones con derivadas
4.3.Derivacion logaritmica

W
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Contexto con la P.A.U.

El saber derivar es basico a la hora de realizar el examen de la PAU. En este tema se
recuerda como se deriva y se realizan diferentes ejercicios, pero en caso de resultar

insuficientes se recomienda que se repase la derivada en cualquier libro de 1° de
Bachiller.

En el examen de selectividad no suele haber ningun ejercicio concreto de derivar una
funcion, si bien la derivada aparece en multitud de ocasiones. Algunos ejemplos de
ejercicios en los que hay que saber derivar son en los problemas de representacion y
estudio de funciones, los de estudiar la continuidad y derivabilidad de una funcion, los
limites que se calculan con L’Hopital...

Problemas mas concretos en el examen de la PAU relacionados con el tema son los
siguientes:

e Estudio de la continuidad y derivabilidad de una funcion, o célculo de algin
parametro para que la funcion sea continua o derivable.

e Estudiar la derivabilidad de una funciéon en un punto por la definicion de
derivada.

e (Calculo de rectas tangentes y/o normales a una funciéon en un punto.

En este tema abordaremos estos problemas para que el alumno se encuentre
familiarizado con ellos el dia del examen.
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1. Tasa de Variacion media. Derivada en un punto. Interpretacion

1.1 Tasa de variacion Media

Definicion: se llama tasa de variacion media de una funcion f(x) entre los valores x; y
x, al cociente entre el incremento que experimenta la variable dependiente “y”, y la
variable independiente “x”:

Af

Ton(1.20(0)= [ﬂ _S@) = /()

X, =X

Interpretemos graficamente su significado:

Ejemplo: f(x)=x*-3x+1

f(x2)|

110 C) ] I

A

Veamos la tasa de variacion media entre 2y 4: [—}
2,4

_JH-fQ)_5-(D _,
4-2 4-2

Af

Para interpretar [—} fijémonos en el triangulo rectangulo rojo de la imagen, donde
X%

Af

los catetos son (f(x2)-f(x1)) y (X2-x1). De esta forma [—} es el cociente de los dos

Af

catetos, y asi [—} es la tangente del angulo que forma la recta que une los puntos
X%

Af

(x1,f(x1)) ¥ (x2,f(x2)) con el eje x, y por tanto [E} es la pendiente de dicha recta
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1.2 Definicion de derivada de una funciéon en un punto

Definicion: la derivada de una funcion f(x) en el punto x¢, se denota como f’(xo), es la
tasa de variacion instantanea, es decir:

f'(x ): lim f(X)—f(xo) :limf(xo +h)—f(x0)

X=X X — xo h—0 h

Generalmente suele ser mas facil calcular esta derivada a partir de la segunda igualdad
de la definicion.

Una funcion es derivable en un punto cuando el limite existe, aunque este sea « 0 -«.
Ejemplos:
a) f(x)=x*+1 en x=2

@) =tim G- S@) _ (@+n+1)-5 . K +4h_ . h+4
0 h B

lim =1lim =lim——=4
h—0 h h—0 h h—0 1

La funcioén f(x) es derivable en x=2 y f’(2)=4

x—1six>1
b) f(x)=x-1]= ) en x=1
—x+1 si x<1
Py fim LAFD =D A+A=D=0_ b
h—0* h h—0* h =0t f
(1= tim LEED =IOy ZAD =0y 2R
h—0" h h—0" h =0~k

No existe el limite por tanto la funcion f(x) no es derivable en x=1.

Nota: las funciones valor absoluto no son derivables en los puntos de x donde se anulan.
En estos puntos las derivadas laterales son de distinto signo.

1.3 Interpretacion geométrica de la derivada

En el apartado 1.1 vimos que la tasa de variacion media se interpretaba como la
pendiente de la recta que unia los dos puntos. La derivada es el limite de la variacion
media cuando los puntos se acercan infinitamente, veamos esto de forma grafica en x=2

derivada

<4
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Como vemos en la grafica anterior si nos acercamos infinitamente al punto la recta que
une los dos puntos tiende a ser la recta tangente a la funcion.

Por tanto la derivada en xy de f(x), es decir f'(xy) es la pendiente de la recta tangente a
la funcion en el punto (xy, f(xy)).

o> m=tg(o)=f"(x¢)

Conclusion: f’(xO) :tg(a) =Myecta tangente en xo

Conociendo la pendiente de la recta y el punto por el que pasa (xo,f(Xo)) es facil calcular
la ecuacion de la recta tangente y normal (la pendiente es -1/m=-1/f"(x¢) aplicando la
ecuacion punto pendiente y=yo+m-(X-Xo):

- Ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en xy:
y-1(x0)=f"(X0)(x-X0)
- Ecuacion de la recta normal a la funcion f(x) en xy:
1
1'(x0)

Ejemplo: calcular la recta tangente y normal a la curva y=f(x)=x"+3x en el punto de
abscisa xo=1

y-f(X0)=— (X-Xo)

f'(l):hmf(l-l_h)_f(l) =11m(1+h)2 +3(1+h)—4 :limhz +5h zhmmzs

0 i n A
Myecta ang=F (1)=5 y el punto es P (1,£(1)) = P(1.,4)
recta tangente 2 y-f(1)="(1)(x-1) y-4=5(x-1) y=5x-1
1
/'@

1 121
x-1) y-d=—-(x-1) y=——x+—
x-1) y 5( ) Y S XT3

recta normal =2 y-f(1)=—
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2. Continuidad y derivabilidad

Teorema: toda funcion f(x) derivable en un punto, es continua en este punto. El
contrario no siempre es cierto para toda funcion.

Ejemplo: como vimos la funcién f(x)=x>+1 era derivable en x=2 (existe el limite

lim ACh: h})z mrAC) ) luego es continua en x=2

h—0

Nota: Todas las funciones polindmicas, son continuas y derivables en todos los puntos.

Veamos otros dos ejemplos donde el reciproco al teorema no es cierto, son continuas y
no derivables:

x—1 six>1

a) f(x)=x-1 |={ en x=1 es continua = lirrll f(x)=f1)=0

—x+1 si x<1

en x=1 no es derivable (ver pagina 52)

b) g(x)=4/x> en x=0 es continua pero no es derivable :

3 2
1
lim——=1lim 4™ = lim — = +o0
—_ 3 2 — N + N + N + 3
S R a et I
lim h =limh™""® = limL = —o0
=0 h h—0" h—0" 3\/%

Veamos la representacion grafica de estas dos funciones no derivables, y entandamos su
interpretacion grafica:

a) f(x)=|x-1|
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b) g(x)= Vx>

Graficamente vemos que en los puntos donde la funcioén no es derivable existe un “pico”
o punto anguloso que nos indica el cambio de pendiente de la recta tangente en dichos
puntos (limites laterales son diferentes).

sinx six<0

Ejercicio 1: Sea la funcion f(x)={ tax+h six>0

f(x) sea continua y derivable.

calcular a y b para que

La funcién esta definida a trozos pero tanto sen(x) como —x’+ax+b son continuas y
derivables en todos los puntos, luego punto donde hay que estudiar la continuidad y
derivabilidad es x=0 donde la funcion cambia de expresion algebraica

a) Continuidad:
lir(1)1+ f(x)=b
lir(1)1 f(x)=sen(0)=0

continua si

—===b=0

Luego si b=0 independientemente del valor de a la funcion es continua

b) Derivabilidad
— 2 —
f(h) f(O):hmh +ah O:a

lim

h—0* h h—0* h derivable si_y o |
lim S - f(0) = lim sen(h) —0 = (L' Hopital) =1
h=0" h h=0* h
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Otro método mas sencillo: cuando la funcion es continua podemos derivarla, (veremos
como se deriva en el apartado 4). :
' cos(x) si x<O0
f'(x)= :
—2x+a si x>0
Nota: el valor para x=0 de f(x) no se incluye hasta que se compruebe que la funcion es
derivable.

La funcion serd derivable en el punto x=0 si existe el limite lim f'(x), aunque este sea
x—0

infinito.

xllg}' f'(X) —a derivable si 1
lim £'(x) = cos(0) = 1 >4
x—0"

3. Funcion derivada. Derivadas sucesivas

3.1 Funcion derivada

Cuando la funcion f(x) es continua podemos obtener su funcidon derivada f’(x). La
funcién derivada, f'(x), para cada valor de x nos da el valor de la derivada en ese punto,
es decir la pendiente de la recta tangente en dicho punto.
f:R—>R f'"R——>R
x— f(x) x—> f'(x)
A la funcién £(x) se le llama funcion derivada de f(x), tal que si somos capaces de

calcular esta funcién la derivada de f(x) en un punto x¢ es f'(xp), es decir la imagen de
f’(x) en el punto x=x,.

A partir de definicion de derivada la funcion f(x) se obtiene aplicando la definicion de
derivada para una x genérica:

fv(x) — yng f(x+h2—f(x)

RN

Calculo de alguna funcién derivada:
1) f(x)=x*3x >
_ 2 2 2 _
f(x+hh) f(x) :lim(x+h) 3(x+h)—x"+3x =1imh +2hx—3xh _

h—0 h h—0 h

f(x)=lim 2x-3

h—0

2) f(x)=K (cte)

lim = lim9 =0
=0 h h—0

f'(x)=}grolf(x+h2_f(x)= k—k

Si bien para el célculo de la funcidon derivada veremos en el siguiente apartado la tabla
de derivadas y las reglas necesarias para realizar cualquier tipo de derivada.
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3.2 Derivadas de orden superior

En todos los puntos del dominio de f’(x) (donde f(x) es derivable) podemos considerar

otra funcion f *’(x), que asigna a cada punto de x el valor de la derivada de f’(x) en este

punto.
f""R——>R

x—— f"(x)

N

fn(x) — yn,(} f'(x+h2—f'(x)

La funcién asi definida recibe el nombre de segunda derivada de f(x), f''(x). De forma
analoga podemos definir la tercera derivada f""’(x), cuarta (IV(X), etc.

4. Derivada de funciones elementales. Operaciones con derivadas

4.1 Derivadas de las funciones elementales

Se puede calcular a partir de la definicidon vista en el apartado anterior la funcion
derivada de las funciones elementales. Veamos en la siguiente tabla la derivada de
algunas funciones elementales.

Derivada elementales

Funcién Funcién derivada Ejemplo

f(x)=K f'(x)=0 f(x)=-¢ > f'(x)=0

fo9=x" F(9-nx"! MO=Ve? = 20 > 0= 0 = 2o

f(x)=¢" f'(x)=¢e*

f(x)=a" f'(x)=a*"In(a) f(x)=5"> f'(x)=5"1n(5)
f(x)=In(x) f'(x)=1/x

TR , !

f(x)=log,(x) e f(x)=logs(x) > ()= 73

f(x)=sen(x)

f'(x)=cos(x)

f(x)=cos(x)

f'(x)=-sen(x)

' (x)=1+tg*(x)=

f(x)=tg(x) cos 2 (x)
fx)=arc sen(x) f="7—0
f(x)=arc cos(x) Feo= 1__71)62
f(x)=are ta(x) 0=
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4.2 Operaciones con derivadas

Aplicamos la definicidon de la derivada y las propiedades de los limites se obtienen las
reglas que permiten derivar funciones que son resultado de operar con otras funciones
derivables.

Para ver las propiedades de las derivadas veamos otra tabla:

Propiedades de las derivadas

Propiedad Ejemplo

Suma: (f+g)’ (x)=f"(x)+g'(x) (x*-x+cos(x)+e) ' =2x-1-sen(x)+e*

Constante por una funcion: (Sarc sen(x))'=

(k)" (x)=kf"(x) 1= x2

Producto: (f'g) (x)=f"(x) g(x)+{(x)'g"(x) (5xsen(x)) =5sen(x)+5x-cos(x)

Cociente: ' l
1) )= L0800 = Frg'() ( Tx j T T in -7
g g’ (x) In(x) In*(x) In*(x)

Funcién compuesta (regla de la cadena): (eCOSZ(XS) ) _ ecosz(xs) '2'COS()C3 )'(—sen(x3 ))'3x2

(g:h) ()=(e(f(x)) =g (fx)-1'(x)

A partir de las derivadas elementales y de las propiedades de las derivadas es sencillo
calcular la derivada de toda funcion, s6lo hay que aplicar las propiedades con orden.

Ejercicio 2: calcular las derivadas siguientes
a) D[(x*-3)’]=5(x*-3)*2x=10x-(x*-3)"
1

Y (Bx)

b) D[(3x)1/3]=%(3x)_2/3 3=
¢) D[x-4"]=4"+x-4"In(4)
d) D[(e7+3)"]=4-(e™+3)"(2:¢™)=8:(™3) (™)

2 1 i 2N :—24x
e) D[In(2-3x%)"] T 4(2-3x7)°(—6x) g

D 2 _| =260 =3x%)"(3x* - 6x) _ —12:(3x* — 6x)
(x3 —3x7 )6 (x3 -3x’ )12 (x3 —3x’ )7
1 2N\-1/2
g)D{ 1 }:—2(4—5)6 ) -(—10x): 55 _ 55
Va4 —5x2 4-5x° (4-5x2)4=5x"  J(4=5x7)
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L vy SV W B b
Wdx -2 Jax—2 Jax-2

h) D|(@x + DVAx—2|= /a2 + (4x+2)
i) D[sen“(x)]=4-sen3 (x)-cos(x)
i) D[sen(x*)]=cos(x*)-4x’

k)D[(x—mﬂ=3'(x—m)z-[l— —2x ]:3-(x— 1—x2)2{1+ al j

241—x?

1) D[sen’(x?)]=2sen(x’)-cos(x”)-2x= 4x-sen(x>)-cos(x>)
) B 1 11 | 1

N N N R e e

m) D arcsen( X —

n)D' /1+7x}: I M=T9-(D+70) _ 14 [1-7x 7
| V1=-7x ) /1+;x (1-7x) 2:(1-7x)> \1+7x \/(1+7x)(1—7x)3
— /X

' R U S
o Plare tg(\/;)]_ 1+ (\/;)2 2Wx  2:(1+xWx
1
{ ] R ke v C ST 1
V1) Jx-1 (Wx +1)? IR P

_ _ 1
X x—x+x—\/; \/;(x—l)

q) D [sen3 (2x)-cos’ (3x)] = 3-sen’ (2x)-cos(2x)-2-cos’ (3x) — sen’ (2x)-2 cos(3x)-sen(3x)3 =

=6-sen’(2x)-cos(2x)-cos’ (3x) — 6-sen’ (2x)-cos(3x)-sen(3x)

1+tg2(x)

Vi-1g% ()

4.3 Derivacion logaritmica

r)D [arc Sen(tg(x))] =

Cuando las funciones en forma de exponente, donde tanto la base como el exponente
son funciones, f(X):(g(X))h(x). El calculo de la derivada debe de hacerse siguiendo el
siguiente procedimiento (usaremos el ejemplo f(x)=(7x?)**®))

1. Tomamos logaritmos en ambos lados: In(f(x))=h(x)-In(g(x))
Ejemplo: In(f(x))=cos(x)-In(7x%)

2. Derivamos a ambos lados de la igualdad: —f () = h'(x)In(g(x)) +M
(%) 2(x)
Ejemplo: S _ —sen(x)In(7x*) + M =—sen(x)In(7x*) + 2c0s(x)
S (x) 7x .
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3. Despejamos f(x): f'(x)=f (x){h’(x) In(g(x)) +%}
g(x
: . — |: 2 2.COS(X):| 2\ cos(x)
Ejemplo: £(x)= | —sen(x) In(7x )+T (7x7)

Ejercicio 3: calcular la derivada:
a) D[x'] 2 f(x)=x"
1. In(f(x))=x"In(x)
2. pAC)) =In(x)+1
S (x)
3. Px)=x"(In(x)+1)
b) D[x"™] > f(x)=x"®
1. In(f(x))=In(x)-In(x)=In*(x)

2 L) ot
S (x) x

3. px)= 2000 s
X
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Ejercicios del tema

Ejercicio 4: Estudiar la derivabilidad de y = f(x) = ¥3x% — x3.

La funcion es continua en R, pues es una raiz cubica que existe para nimeros negativos.
Veamos la derivabilidad:

2x —x’ _ 2-x
3\/9x4 +x°—6x° {/)c(x—f’s)2

f”(x)=§(3x2 —x*)?3(6x-3x%) =

Se anula el denominador en x=0 y x=3, estudiemos la derivabilidad en estos puntos

x=0
. 2—x 2
[0 =lim——————=—=c
_ x—0" 3 _ 2 O+
P(O0)-lim———X = VDT T No derivable
UR9x +x7 —6x £107) = lim——=— = = =0
x—0 3[x(x_3)2 0
=
fEy=tim 2% ="l .
£G3)= lim 2-x = T x(x =3 0 derivable m=-oo,

=3 39x + x° —6x? f'(37) = 1im2;x:_iz—oo
x—37 3[x(x_3)2 0"

es decir la tangente es una recta paralela al eje OY.
Nota: una funcion derivable en un punto si existe la derivada, aunque esta sea infinito.

Veamos la grafica para interpretar los resultados en x=0 y x=3

-2
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X .
Ejercicio 5: estudiar la derivabilidad de y = g(x) = {1+e1/x st x # 0} en x=0.
0 six=0
Veamos primero la continuidad:
lim - a =1 0 _o
. Rt _Jxs0t e + o .
!g%lg(x) = 115.1 e 1. T 0 Continua
hm 1/x = =
=0 ] +e 1+0
Veamos ahora la derivabilidad por la definicion:
L_O lim ll/h - =0
.mg(0+h)—g(0):hm1+e“h ~lim 1 0 (14e") 1400

g(0)= 1l =
=0 h h—0 h -0 (14! lim 1 1

0 (1+e) 140

No es derivable en x=0

Veamos la gréfica:

Ejercicio 6: Deriva la funcion f(x)= ln(cos(x))+x-e2"

_ sen(x)

f(x)= +e™ +2xe” =—tg(x)+e” (1+2x)

cos(x)

Ejercicio 7: Calcula un punto de la funcion f(x)=x>+x+5 en la que la recta tangente
sea paralela a la recta y=3x-2

Si la rectas son paralelas misma pendiente, luego la recta tangente tiene pendiente m=3,
por tanto buscamos el punto donde f’(x)=3 2 f*(x)=2x+1=3 = x=1-> P(1,f(1))=(1,7)
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Ejercicio 8: Hallar b y ¢ para que f(x) sea continua y derivable en (0,2)

x> =12x+1 si0<x<l1
f(x)= 5 .
20x° +bx+c sil<x<2

1. Continuidad: las funciones definidas en los dos trozos son polinomios y por tanto el
unico punto hay que estudiar la continuidad es en x=1.

' lim f(x) =10
m FO) =1 fim () =204+ p4c D 710=20+b+c
x—l1*

2. Derivabilidad: si b y ¢ cumplen la anterior ecuacion f(x) continua y podemos calcular
la derivada en todos los puntos del dominio

3x2 =12 si0<x<l1
f'(x)= .
40x+b sil<x<?2

Volvemos a tener dos polinomios, asi que el tnico punto donde tenemos que estudiar la

continuidad es en x=1:

o lim f"(x) =9
lim f"(x) = xlirpf(x)=40+b (2)=9=40+5

Resolviendo el sistema b=-49 y ¢c=19

Ejercicio 9: Dada la funcion f(x) a) hallar a, b para que f(x) sea continua. b)
Calcular los puntos donde es derivable)

x?+2 si x<0
X~ Jax+b i 0<x<2

—-x 3
+— six>2

22 2

a) Las funciones x+2 y —_x+i son continuas en R. La funcion v ax+b sera
242 2

continua en (0,2] dependiendo de a y b. Veamos los valores de a y b para que sea
continua en 0 y 2

) 111}3f(x):x/3 B
X_e{lil})lf(x):Z —>b=4

I - 2.5
x=2 > xggf(X) \/_ \/_ — a=-1

lim f(x)=+/2a

x—2"

Para estos valores de a y b v—x+4 es continua en (0,2] ya que —x+4 en este intervalo es
mayor de cero.

Luego si a=-1 b=4 la funcidn f(x) continua en R, y podemos calcular f’(x)
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2x si x<0
-1
b) P(X)= i ————— i 0<x<2
) 2V=x+4
_—1 ST x>2
242

S'(07)=lim f'(x)=0
Derivabilidad en x=0 - f'(0) = . )'HO 1 = No derivable
£100) = lim £ =~

x—0 4
S@)=lim ()=
= 2:/15 —> derivable en x=2
'27)=lim f'(x)=——
e =lim 0=

Derivabilidad en x=2 2 f'(2) =

Luego f(x) derivable en R-{0}
Ejercicio 10: Calcular los puntos donde la recta tangente a y=2x"+3x’-30x-6
paralela a la recta y=6x-5

Si es paralela tienen misma pendiente, es decir m=6. Como la pendiente de la recta
tangente es f(X) se tiene que cumplir que f(x)=6

£ (x)=6x+6x-30=6 > x,=2, Xo=-3.

P1(2,1(2))=(2,-38)

Py(-3,f(-3))=(-3,57)

Ejercicio 11: Dada la funcion f(x)=x’-4x+3 encontrar los puntos donde la recta
tangente a esta funcion sea paralela a la recta que corta la curva en x=1, x=4

Si son paralelas tienen la misma pendiente, calculemos las dos pendientes

sy e S® =) _3-0_
4-1 3

Pendiente recta secante en x=1, x

Pendiente rectas tangentes f*(x)=2x-4

Luego 2x-4=1 - x=5/2 P(5/2,-3/4)

Ejercicio 12: Hallar los valores de b y ¢ para que la recta tangente a la curva con
funcion y=x2+bx+c en el punto P(3,0) sea perpendicular a y=-0.5x+3

Primera condicion la curva pasa por P, es decir f(3)=0 = 9+3b+c=0

Segunda condicion al ser perpendicular la pendiente de la recta tangente serd la inversa
con signo menos m=-1/(-0.5)=2 para la recta tangente en x=3-2> {*(3)=2 =2 6+b=2

b=-4,c=3
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Ejercicio 13: Estudiar la derivabilidad de f(x)=x/(1+|x|), y calcular £°(x)

a) f(x) es continua en todo R pues el denominador no se anula y la funciéon valor
absoluta es continua en R. Calculemos la derivada, para esto primero ponemos la
funcién definida a trozos conforme a los valores del x que cambian el signo de |x|:

i x<0 (1) si x<0
f=4 1% > P(x)=
X 1
— s5i x>0 > si x>0
1+x (I+x)

El tnico punto donde hay que estudiar la derivabilidad es en x=0, donde cambia de
expresion analitica, ya que los denominadores no se anulan en ningun punto donde
estén definidas.

lim f'(x) =1

{xfﬁqf'(x)—l lim /" (x)=1.

X—0

lim £(x) =

X—0

Funcion derivable en R, pues - continua si x<0, continua si x>0 y

1-x) (14 x)?

£(0)=1.

Como es derivable en R podemos definir la segunda derivada:

(1-x)’

b) f ’(x)= en x=0 la funcion f(x) no es dos veces derivable pues

si x>0

(1+x)3
lim f"'(x) =-2# lim f"'(x) =2

Ejercicio 14. Sea f(x) a) estudiar los valores de a que hacen continua f(x), b) ver
para estos valores si la funcion es derivable:

f(x)= x2+1 si x<a
2ax—2a+1 six>a

a) Los dos trozos de definicion de f(x) son polinomios luego continuos en todo R y en
por tanto en su dominio de definicién. Solo nos falta por estudiar la continuidad en a:

lim f(x)=a’+1
lim f(x) =< 7% s > a’+1=2a’-2a+1 Da’-2a=0 > a=0,a=2
x—a lim f(x)=2a" -2a+1

si x<0 2x si x<0

six>0

2
b) a=0 > f{x)= {x +l ,
1 0 six>0

2> Px)= {

£(0)=(0)=0

Luego es derivable en x=0.
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Veamos la grafica

16
1=z
—=2 2
—=
241 i x<2 2x Si x<2
a=2 > f(x)= 1" X > P(x)= ,
4x-3  six>?2 Six>2

£(2)="(2")=4, luego es derivable en x=2. Veamos la grafica:
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Ejercicios de la P.A.U.

Septiembre 2004. Prueba A.

PR-2 a) Sea f la funcion dada por f(x)=x2-3|x|+2, estudiese la derivabilidad de fenx =0
mediante la definicion de derivada
¥ =3x+2 six>0

a x)=x>-3x[+2= , X€R.
) @) | | {x2+3x+2six<0

p— 2 — p—
P S =1O) 1 =3h42-2_
}}ngT =0 5 h 0 h=0 W 3he o2 No derivable x=0.
- lim S~ 70 — lim tonti—z 3
h—0" h h—0" h

Septiembre 2005. Prueba A

In(1+x2?) x>0
x? x<0
Primero tenemos que estudiar la continuidad de f(x): los dos trozos de la funciéon son

continuos, pues el argumento del logaritmo es siempre positivo. De esta forma solo
tenemos que ver la continuidad en x=0

PR-2. a) Estidiese la derivabilidad de f(x) =

lim f(x)=In(1)=0
: — Jx—0* —
lim 7O =1 "lim £ (x) =0 f(0)=0,
x—0"
luego es continua en R y podemos calcular la funcion derivada en todos los puntos:
2x
| —, x>0
=112 "
2x, x<0

Los dos trozos son continuos pues uno es un polinomio y el otro es un denominador que
nunca se anula. S6lo tenemos que calcular la derivabilidad en x=0:

£2(0")=f(0")=0 luego es derivable en x=0 y por tanto en R

Junio 2006. Prueba B.

C-3. Sea f(x)=ax3+bx2+cx+d. Determinense a, b, c y d para que la recta y+1=0 sea
tangente a la grafica de f en el punto (0,-1), y la recta x-y-2=0 sea tangente a la grafica de
f en el punto (1,-1).

Condiciones:

1.- Recta y=-1 = m=0 y Pasa por (0,-1)
1.1 f(0)=d=-1
1.2. £(0)=c=0

2.- Recta y=x-2 - m=1 y Pasa por (1,-1)
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2.1 f(1)=atb-1=-1
2,2 (1)=3a+2b=1. Resolviendo el sistema: a=1, b=-1
Septiembre 2006. Prueba B.

C-3 Calculense las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la

2
funcién f(x)—x;‘ en el punto x=0 .

+1
. 2 — . 2
f(x)= 2% (x :1) 22x * - 22x - la pendiente de la recta paralela es m=1"(0)=0, es
(x"+1) (x"+1)

decir paralela al eje OX, y la de la recta normal es m=oo, paralela al eje OY. Las dos
pasan por el punto P(0,f(0)) =>P(0,0)

a) Tangente en x=0 (y-0)= 0x+0 = y=0 (eje OX)
b) Normal x=0 (eje OY)
Veamos la grafica de f(x):

Septiembre 2007. Prueba A

C-3.- Determinar en qué puntos de la grafica de la funcion y=x3-3x2+x+1, la recta
tangente a la misma es paralela a la recta y=x+7.

Si las rectas son tangentes misma pendiente. La pendiente de la recta y=x+7 es m=1. La
pendiente de la recta tangente es igual a £(x)=3x-6x+1. Obliguemos a que la pendiente
sea 1 y calculemos el valor de la coordenada x de los puntos buscados:

3x%-6x+1=1 Dx(3x-6)=0 >x,=0, x,=2
P1(0,(0))=> P1(0,1)
132(25f(2))9 Pl(za_l)

Junio 2008. Prueba A

C-2.- Determinar el valor de a para que la recta tangente a la funciéon f(x)=x"+ax
en el punto x = ) sea perpendicular a la rectay + x =-3.

Si la recta tangente es perpendicular a y=-x-3, entonces la pendiente es m=-1/-1=1. La
pendiente de las rectas tangente en x=0 es f*(0)=3-0"+a=a. Igualando la derivada al
valor de m obtenemos que a=I.
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Prueba B

sen(@?) si x>0
PR-2 Dada la funcién f(x)= x , se pide a) Estudiar la continuidad y

Z_2xsi x<0
derivabilidad de la funcion f(x)

Continuidad: sélo hay que estudiar la continuidad en x=0 que es donde la funciéon
cambia de expresion analitica y donde se anula en denominador de la primera.

2
lim f(x) lim /() = lim sent) _ g (L' Hopital tema4)
=4 x>0" x—0*
x—0 hm f(x) _ 0
x—0"

f(x) es por tanto continua en R

Derivabilidad: como es continua en R podemos definir la funcion derivada :

. sen(x?) )
£(x)= 2cos(x”) — = si x>0

2x-2 si x<0
Soélo hay que estudiar la derivabilidad en x=0

2
2~ 1im 29" 5 =1 (1 Hopital tema4)

x—0" x2

sen(x*)
x2

£(0")=lim 2 cos(x*) —
x—0"

£(0)=-=2
Luego no es derivable en x=0

La funcidn f(x) es derivable en R-{0}
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Unidad 4. Funciones. Aplicaciones de la derivada
TEMA 4. APLICACIONES DE LA DERIVADA.

Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de una funcion
Extremos relativos

Optimizacion

Curvatura

Punto de Inflexion

Propiedades de las funciones derivables

6.1.Teorema de L’Hopital

6.2.Teorema de Rolle

AN
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Contexto con la P.A.U.

En los examenes de selectividad suele haber un problema en cada opcidén en donde se
pide calcular el crecimiento y/o la curvatura de una funcion. Por lo general las funciones
que aparecen son, en una opcion, una fraccion polindmica, y en la otra, o un exponente
o un logaritmo. Aunque de primeras puede parecer que las funciones exponenciales o
logaritmicas son mas complicadas, por lo general suelen ser mas sencillas, ya que las
derivadas, en especial la segunda, son mas faciles de igualar a cero, y asi estudiar la
curvatura o el crecimiento.

Otros problemas que aparecen son los de optimizacion. Por lo general estos problemas
son relativos a la maximizacion o minimizacion de funciones (areas maximas o
minimas, pendiente minima o maxima...).

Una cuestion muy comun en los examenes de selectividad son los limites, que se
calculan a partir de L’Hopital. También se utiliza L’Hopital en el estudio de asintotas de
las funciones, la continuidad y la derivabilidad de funciones (ver tema anterior).
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1. Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de una funcion

En el tema anterior relacionamos las derivadas con la pendiente de las rectas tangentes a
la grafica descrita por la funcion, es decir, f ’(X¢) es la pendiente de la recta tangente a la
grafica f(x) en x=Xx,.

Vamos a relacionar el signo de m=f’(x() con el crecimiento o decrecimiento de la
funcion; para esto nos valemos del siguiente ejemplo:

y=f(x)=x"-12x+5
£(x)=3x-12=3(x-2)(x+2)

(-00,-2) -2 (-2,2) 2 (2,%0)
Signo f’(x) + 0 - 0 +

Crecimiento / \ /
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Claramente vemos que cuando f ’(x¢)>0 la recta tangente es creciente, pues la pendiente
es positiva, y por lo tanto f(x) es creciente en xo De igual forma si f ’(x0)<0 la recta
tangente es decreciente, pues su pendiente es negativa, y por lo tanto f(x) es decreciente
en Xy

Conclusion:

a) Si°(x9)>0 la funcion f(x) es estrictamente creciente en x,

b) Si £7(x¢)<0 la funcion f(x) es estrictamente decreciente en x,

2. Extremos relativos

Antes de relacionar los extremos relativos con la derivada definamoslos.

Definicion: Extremo relativo de una funcion f(x) es todo punto x, tal que, para todo
entorno del punto E(xy,r), se cumple que la funcién en este intervalo crece y decrece.
Segun crezca antes o después de x, distinguimos dos tipos de extremos relativos:

a) Mdaximo relativo en xy: 1a funcion crece hasta x¢ y decrece a partir de x.

b) Minimo relativo en x,: 1a funcion decrece hasta x( y crece a partir de X,.

Esta claro que si x¢ es un extremo relativo de f(x), en este punto la grafica ni crece ni
decrece, luego una condicién necesaria es que f’(x¢)=0, asi la pendiente de la recta
tangente es m=0, siendo por tanto paralelo al eje x. Pero esta no es la inica condicion.
Es necesario, que ademads, se cumpla una segunda condicién que ademds nos permite
discernir si es maximo o minimo relativo:

e Sea X un punto de una funcién en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)<0
entonces (Xo,f(Xo)) es mdximo relativo
e Sea X un punto de una funcién en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)>0

entonces (Xo,f(Xo)) es minimo relativo

En la practica, si se cumple que f ’(Xo)=0 y viendo el crecimiento de la funcion antes y
después del punto podemos ver si es punto relativo y si es maximo o minimo.

En el caso de que f ’(x¢)=0 pero también f >’(x()=0 (esto ocurre cuando X, es raiz doble
o de mayor multiplicidad de f’(x)), no podemos asegurar que este punto sea extremo
relativo y hay que estudiar las derivadas de orden superior. Tendremos que calcular las
derivadas en X, hasta la primera derivada no nula. Para ver si la funcion tiene extremo
relativo o no vemos el siguiente esquema:
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/" (x,) #0 conn impar = xo Punto de Inflexion

S (xe) = f"(x,) :f(n_l(xo)zo

7" (x,) >0 > xo minimo

.

/" (x,)#0 npar

£ (x,) < 0 >x0 maximo

Ejemplo: Estudiar si en las siguientes funciones hay méximo, minimo o punto de
inflexion en x=0

a) y=f(x)=x > f(x)=3x" en x=0 > £(0)=0
2> ’x)=6x enx=0 > {’(0)=0
> £7(x)=6 enx=0-> £7°(0)=6

Como la primera derivada no nula es la tercera (impar), tenemos un Punto de
Inflexion en P. I (0,£(0))=(0,0)

b) y=fx)=x' > f(x)=4x> en x=0 > £(0)=0
> £ (x)=12x% en x=0 > £°(0)=0
2> 77°(x)=24x enx=0 = £>’(0)=0
2> " (x)=24enx=0-> 1" (0)=24
Como la primera derivada no nula es la cuarta (par), tenemos un Punto relativo en

x=0. Ademas como [ (0) = 24 >0 serda minimo m(0,f(0))=(0,0)

Veamos las graficas de y=x’ ¢ y=x".
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Ejercicio 1: Estudiar la monotonia, y los extremos relativos de las siguientes
funciones:

a) y=f(x)=2x"-15x>+36x-12
Veamos el signo de la derivada: f° (x)=6x>-30x+36
£(x)=0 > x>-5x+6=(x-2)"(x-3)=0 > x=2, x=3

£°(x)=12x-30
(-2,2) 2 (2,3) 3 (3,%0)
Signo f°(x) + 0 - 0 +
Crecimiento /' (2,f(2))=(2,16) \ (3,f(3))=(3,15) /'
£°(2)<0 £°(3)>0
Méximo Minimo

Méximo M(2,f(2))=(2,16)  Minimo m(3,f(3))=(3,15)

y T
1o ]

28

i8

18

b) y=x/In(x)

Primero estudiemos el dominio. Veamos los puntos que no pertenecen al dominio
a) x>0 (por el logaritmo neperiano)
b) Denominador es cero: In(x)=0 >x=¢"=1, asintota vertical

Dom(f(x))=(0,00)-{1}

1
In(x) —x—
P(x)=———* = ln(f)_l =0 > In(x)-1=0 > x=¢'
In"(x) In"(x)
In?(x) In(x) -1
, L 2T S -l 2—In@)
7 (x)= In* = 4 = 3
n’(x) xIn"(x) xIn’ (x)
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Ademas de los puntos donde se anula la primera derivada hay que afiadir los puntos que
no pertenecen al dominio, ya que en ellos puede cambiar el crecimiento. En este caso
afadimos x=1.

Nota: las asintotas verticales no suelen cambiar la monotonia aunque si la curvatura.

(0,1) 1 (1,e) e (e,0)
Signo f’(x) - - 0 +
Crecimiento | > | £P) | (| (efie)ee) | T
°(e)=1/e>0
Minimo

Minimo m(e,f(e))=(e,e)

16
14
1=
2 1
-z
x*—8x+12
) y=f()=—"7-—
x—4
Dominio=R-{4}
£ x* —8x+20
Xz—a
(x—4)°
8x—32
£ (x)=
®) (x—4)*

Signo de (x): x* —8x +20 =0 No solucion-> no extremos relativos (f'(x)>0)

Solo tenemos que ver el crecimiento antes y después de x=4, que no pertenece al
dominio:
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(-00,4) 4 (4,00)

Signo ’(x) + ¢ Do min io +

Crecimiento / /

40 -38 -20 -10 10 20 30 48

3. Optimizacion

En muchas situaciones se plantean problemas de optimizacion, es decir hacer que una
funcion sea maxima o minima para unas premisas impuestas.

Los casos de optimizacién que trabajaremos es cuando la funcién depende de una sola
variable. Pasos a seguir para optimizar:

1. Expresar la funcion que deseamos optimizar en funcion todas variables.

2. Si la funcidn tiene mas de una variable relacionar las variables con los datos
del problema y obtener una funciéon de una sola variable (mediante la funcién
ligadura).

3. Derivar la funcion, igualarla a cero y asi obtener los puntos relativos

4. Comprobar, mediante la segunda derivada, si estos puntos son maximos o
minimos.

Ejemplo: Se quiere construir botes de enlatar de forma cilindrica de 10 litros de
capacidad. Calcular las dimensiones para que el gasto sea minimo

/\;
\_’X/

V=10=nx’y (funcion ligadura) >y-=10/(nx’)

Y El gasto es proporcional a la superficie (funcion a optimizar):
Gasto(x,y)=KSuperficie=K (2 Tx*+27x"y)>

— G(x)=K-[2mx*+2mx-(10/mx?) =K [27tx*+20/x]
v

G’ (x)=K[4mx-20/x*]=0 D4mx-20/x*=0 > 471x>-20=0

10
r=x=3/% dm > h=y=
/4

dm G **(x)=4n+40/x’ > G**(/7 )>0 Minimo
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Ejercicio 2: Descomponer el nimero 48 en dos sumandos tal que el quintuplo del
cuadrado del primero mas el séxtuplo del cuadrado del segundo sea minimo.

48=x+y (ligadura)> y=48-x

f(x,y)=5y*+6x> (funcion a optimizar)

f(x)=5"(48-x)*+6-x°=11520-480x+11x*

(x)=-480+22x=0

x=240/11 , y= 288/11

f’(x)=22 £°’(240/11)>0 Minimo

Ejercicio 3: Una hoja de papel debe contener 18 cm’ de texto impreso, margenes

superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Obtener las dimensiones que
minimizan la superficie del papel

x'y=18 (ligadura)=> y=18/x

Area(x,y)=(x+2)-(y+4) (funcidn a optimizar)
A(X)=(x+2)-(18/x+4)=18+4x+36/x+8=26+4x+36/x

A’(x)=4-36/x> =0 > x=3cm y=6cm

A”(x)=72/x> A”’(3)>0 minimo -> Dimensiones: 5cm x 10cm
4. Curvatura

Veamos las definiciones de los dos tipos de curvaturas posibles en una funcion:

Definicion 1: Una funcion es concava hacia las y positivas o concava hacia arriba en
un punto P(x,yo), si la recta tangente en este punto estd por debajo de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de U

Definicion 2: Una funcion es concava hacia las y negativas o concava hacia abajo en
un punto P(xo,yo), si la recta tangente en este punto estd por encima de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de M.
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Podemos saber si una funcidon es céncava hacia arriba o hacia abajo a partir de la
segunda derivada:

e Sif°(x0)>0, entonces f(x) es concava hacia arriba en el punto (x,f(X¢)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=x y como f*’(x)=2>0)

e Si f°(x¢)<0, entonces f(x) es concava hacia abajo en el punto (x,f(xo)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=-x" y como f’(x)=-2<0)

Ejemplo: y=f(x)=x" ’(x)=6x, si x>0 concava hacia arriba y si x<0 hacia abajo

+15
+18
d
- , . R
Concava hacia abajo
is
2
-5
»
IT—im - >
Concava hacia arriba
}-15

5. Puntos de Inflexion

Uno de los puntos mas importantes a la hora de representar una funcion son los puntos
de inflexion; veamos que es un punto de inflexion:

Definicion: Se dice que f(x) tiene punto de inflexion en (x¢,f(Xg)) si en ese punto
cambia la curvatura de la funcion, es decir pasa de ser concava hacia arriba a concava
hacia abajo o al revés. En este punto la recta tangente a la funcioén corta a la funcién.

Vamos a ver la relacion entre los puntos de inflexion y las derivadas de la funcidn, en el
siguiente teorema:

Si f(x) cumple en x( que la segunda derivada es nula (f”’(xg)=0) y ademas la tercera
derivada es distinta de cero (f°’(x¢)#0), entonces la funcidon f(x) tiene un punto de
inflexion en (x¢,f(Xo)).

En el caso de que tanto 7’(x¢)=0 como "’ (x()=0, tendremos que recurrir a las derivadas
de orden superior, y ver el orden de la primera no nula en xo. Como vimos en el
apartado 2.

£ (x,)#0 conn impar 2 xo Punto de Inflexion
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f'(x)=f"(x)= £ (x) =0

\ £ (x,) >0 = xo minimo
£ (x,)#0 npar
\J}

" (x,) < 0> xp maximo

Ejemplo: Estudia el crecimiento, puntos relativos, la curvatura y los puntos de inflexion

de la funcion f(x)="—1

x+1
Primero estudiemos el dominio Dom(f)=R-{-1}

f,(x):x+1—(x2—l): 2 :
(x+1) (x+1)

Vemos que siempre es positiva para todo valor de x que pertenezca al dominio:

(-o0,-1) -1 (-1,00)

Signo f(x) + No existe -1¢ Dom(f) +

Crecimiento | 7 Pl

No Punto relativo

Calculemos ahora la curvatura y los puntos de inflexioén
-4
(x+1)°

£7(x)=

El signo de la segunda derivada es:

(-o0,-1) -1 (-1,0)

Signo °(x) + No existe -1¢ Dom(f) -

Cocavidad ) N
No P.L
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2

Ejercicio 4: Estudiar monotonia y curvatura de f(x)—xz_n+ 1

Primero vemos el dominio de f(x), como x*-2x+1=(x-1)%, entonces >Dom(f)=R-{1}

() = 2x(x* =2x+1)—(2x=2)x’ _ 2x—2x° = 2x(x-1)  —2x
- (x> =2x+1)? S =2x+D)? (P =2x 41 (x—1)
(x)=0-> x=0
(-c0,0) 0 (0,1) 1 (1,00
Signo f(x) - 0 + No existe -
Crecimiento \ m(0,£(0))=(0,0) /' 1¢ Dom(f) \
£2°(0)>0
Minimo
y (2—4x)(x* =2x+1)> = 2:(x* = 2x+1)-(2x = 2)-(2:x — 2x7%)
S!'(x) = > 7 =
(x"=2x+1)
_ (7 =20+ D240 20+ 1) +8x° ~16x° +8x] _ (¥ ~2u+ (4 +6x° ~2) _
(x* =2x+1)* (x* =2x+1)*
_ 207 = 2x 4+’ QRx+ D) —4(x+1/2)
(x> =2x+1)* (x* =2x+1)°

Se anula en x=-1/2
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(-00,-1/2) -1/2 (-1/2,1) 1 (1,00)
Signo °(x) - 0 + No existe +
PI(-01/2,f(-1/2))=
Concavidad N U 1¢ Dom(f) U
=(-0.5,1/9)
£77°(-1/2)20

\

6
4
2
:/

\

a.5

Il 8.5

Nota: darse cuenta que en este ejemplo en la asintota vertical x=1 si cambia la
curvatura, pasando de creciente a decreciente, esto es porque x=1 es una raiz doble del
denominador. Cuando esto ocurre cambia la monotonia pero no la curvatura.
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Ejercicio 5: sean f(x)=x3, g(x)=x4 y h(x)=x5; determinar si en x=0 hay un P.I. 0 un
punto relativo.

a) f’(x)=3x" > £’(0)=0
f>°(x)=6x > £(0)=0
£ (x)=6 > f”’(0)=620

n=3 P.1.(0,0)
b) gx)=4x> > g’(0)=0
g’ xX)=12x > g7(0)=0
g7(x)=24x >  g’(0)=0
=24 >  g“=24>0
n=4 Punto relativo Minimo - m(0,0)
¢ hx)=5x" > K (0)=0
h”’(x)=20x> >  h”(0)=0
>’ (x)=60x> >  h’”(0)=0
h“x)=120x > h*0)=0
hex)=120 >  h®0)=12020
n=5 P.1. (0,0)

o

[uy
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6. Propiedades de las funciones derivables

6.1. Teorema de L’Hopital

Ya hemos visto en el tema anterior que hay limites que, para calcularlos, es necesario
utilizar el teorema de L’Hopital, veamos en que consiste:

Teorema: Sean f(x) y g(x) continuas y derivables en x( que verifican:

a)lim f(x)=1lim g(x)=0
b) lim f(x) = lim g(x) = 1o entonces se cumple:

) S
e T g

Esta regla es valida para xoe R , o0 0 -oo.

Esta regla se puede aplicar sucesivas veces si el limite sigue siendo oo/c0 0 0/0

Ejemplos:
a) 1imm:9 - 1imM:1
x—0 X 0 L'H x—0 1
3 2
plim—= =0 gy O Oy, 12 O, 12
=0 x —sen(x) OLHx-0]1—cos(x) OLHx=0gen(x) 0LHx0cos(x)
1
¢ lim 2 _ ji X =0
X—eo y _|_2LHx—>oo 2x X—>o0 2x
1
d) lim xIn(x) = 00 = lim === () _ % _ Jim X = lim—x=0
=0 1/ x oo L'H x—0* ;l x—0*
x2
e
o )
2
lim| x =% Jrg(x) = 000 = Tim —8W) == _ Jiy €O _ iy 2) 0 _
P 2 xr 1 oo L'H 7 -1 =X COS (X) 0LH

| (S
_Z(X_jzrj 0_. I

w7 = 2sen(x)cos(x)  OLH T - sen” (x)+cos” (x)
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6.2. Teorema de Rolle

Un teorema muy importante es el denominado teorema de Roll que nos demuestra que
cuando una funcién derivable pasa dos veces por la misma altura entonces tiene un
punto relativo entre estos dos puntos:

Teorema de Rolle: Sea f(x), que cumple las siguientes condiciones:
e continua en [a,b]
e derivable en (a,b)
e f(a)=f(b)

entonces existe al menos un punto ce (a,b), tal que £°(c)=0 (es decir tiene al menos
un maximo o minimo relativo)

Veamos como es facil de interpretar este teorema, si lo hacemos de forma grafica, es
semejante al de Bolzano

Interpretacion grdfica:

-
"
.

5

v

+

2 3 4
C2 b

-2

-3

-4
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Ejercicios PAU:

Solo veremos los que estdn relacionados con la optimizacion y con L’Hopital, los
relativos al crecimiento y a la curvatura se veran en el tema siguiente

A) Optimizacion

Septiembre 2004. Prueba B.

PR2.- a) Dada la funcion f(x)=1/x+In(x) definida en [1,e], calcular la recta tangente
con mayor pendiente. Escribir ecuacion de dicha recta

La pendiente de las rectas tangentes viene dada por la derivada de f(x)—>

f°(x)=-1/x*+1/x. Como tenemos que buscar el valor con mayor pendiente, la funcion a
optimizar es f(x), que llamaremos g(x), g(x)=f(x). Optimicémosla

g’(x)=i3—i2 = 27X 05> 2x=0 Sx=2e[l ]
X X

3
X

Veamos si es maxima o minima: g”’(x)=2/x>-6/x" g>*(2)=1/4-3/8<0 maximo

La pendiente méxima es my,x=g(2)=f ’(2)=-1/4+1/2=1/4; esta es la pendiente de la recta
tangente en el punto P(2,f(2))=(2,1/2+In(2))

La recta tangente es por tanto: y-(1/2+In(2))=1/4(x-2) = y=0.25-x+In(2)

Junio 2006. Prueba A.

PR-2 Considérense las funciones f(x)=e¢', g(x)=-e". Para cada recta r
perpendicular al eje OX, sean A y B los puntos de corte de dicha recta con las
graficas de f y g, respectivamente. Determinese la recta r para la cual el segmento
AB es de longitud minima.

Las rectas perpendiculares al eje OX son del tipo x=x,. Corte con las graficas
a) f(x)=e* > A(x0,e*°
b) g(x)=-¢"> B(x0,-¢"

o

= (e"” +e )2 =e" +e

Longitud segmento AB - d(A,B)=‘E§‘ = ‘(O,e’”0 +e™)

d(xp)= e™ +e ™ Como tiene que ser distancia minima, calculemos la derivada de d(xo)
e igualemos a cero

d’Xg)= e —e™=0 2> e =™ > xj=-X¢ 2 Xo=0.

Veamos si es minima o maxima d”’(x)= ¢™ + e ™ d’’(0)=2>0 Minimo

Por tanto la recta es x=0. Corta con f(x) en (0,e°)=(0,1) y con g(x) en (0,-¢)=(0,-1)

Asi larecta que minimiza la distancia entre las dos funciones es x=0
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Septiembre 2008. Prueba B

PR-2. Hallar, de entre los puntos de la parabola de ecuacion y=x2-1, los que se
encuentran a distancia minima del punto A(-2,-1/2)

Los puntos de la parabola son P(x, x>-1). La distancia entre P y A es:

d(A,P):‘TP‘ :(x+2,x2 —%j:\/(x+2)2 +(x* —%)2 :\/x2 +ax+4+x" —x? +%

d(x)=1/x4 +4x+% —>Nota si buscamos el valor que minimice la distancia se

cumplird también que para ese valor d* también serd minima, (siendo la funciéon mucho

mas sencilla al quitarnos la raiz): f(x)=(d(x))2= xt+4x+ 177

f(x)=4x" +4 > x=-1 > P(-1,0)

Veamos que es minimo f ‘(x)=12x7, £7(-1)=12>0, es minimo
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Otros ejercicios optimizacion:

Ejercicio 6: sean las funciones f(x)=x-2 y g(x)=e", de todas las rectas paralelas al eje
OX que cortan en A a g(x) y a B a f(x), calcular aquella que minimiza las distancias
entre los dos puntos.

Las rectas paralelas al eje OX son de la forma y=t, que sera el parametro libre. Los
puntos A y B seran:

y=t
A= { N e*=t 2> A(In(t),t)
y=e
y=x-2
B= , x=t+2 2> B(t+2,t)
y =

d(A,B)z‘Zé‘ =[t+2-In(),0) =/t + 2= In(t) +0° =¢+2~In(®)
La funcion que tenemos que maximizar serd d(t)=t-2-In(t):

dt=1-1=0> t=1.
t

Comprobemos que es un minimo: d”’'(t)= —iz - d”’(1)<0
t

Luego la recta buscada es y=1.

38

28
15

18

-18

Ejercicio 7: sea la funcion f(x)=e‘xz, calcular el punto P de la grafica tal que la
ordenada en el origen de la recta tangente a dicha funcion en P sea maxima.

Los puntos de la grafica seran P(t,f{(t))=(t, e_tz) y las pendientes de las rectas tangentes

para estos puntos vienen definidas por m=f'(t)=-2t-e‘t2. De esta forma las rectas

tangentes son:

I y-yorm(x-xo) D r: (y-e ' )=2te " (x-t) > r: y=(-2te " )x+e t+2% ). Por lo
tanto la ordenada en el origen es n(t)= e~ +2t%e~t".

Calculemos el valor de t que minimiza la funcion:
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n'(t)=-2te~t +ate~t 4t e '=2t-4t) e~ = 0 > 2t(1-29)=0 > t=0, t=+ \E

Veamos cudl de estos valores maximiza la funcion:
n’(t)= 2e~t (4t*-8t+1)
n"’(0)>0 Minimo

n’(£ \/g )<0 Maximo. Luego los punto son Pl(\/g e 2), Pz(-\/g e 2)

v

Ejercicio 8: calcular el rectangulo de area maxima inscrita en una circunferencia
de radio 2cm:

Area(x,y)=4-x"y (funcién a optimizar)
5 x*+y*=4 (ligadura) > x=,/4 — 3
2y
A(y)=dy 4 -y
, 16—4y* —4y°
A(y)y=4 4= y7 - L -

A s
X /4_y2 /4_y2

y=+2 em > x= /2 em (cuadrado)

0

Veamos que es maxima: A"(\/E )<0. Maximo
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B) L’Hopital
PAU Septiembre 2006. Prueba A C-3.

_ sen(x) sen(x)
lim In(cos(x)) — 1+ cos(x) _ 0 ~ lim cos(x) ~ lim = tg(x)—sen(x) _
x—0 x2 (0 L'H x>0 2x x—0 2x 0
— 2 — —
~ lim (1+1tg7(x))—cos(x) :_2 -
L'H x—0 2 2
PAU Junio 2006 (Prueba A) C-3.
_ 2:sen(2x)
2
ln(cos2(2x)) 0 ~ lim cos(2x) _ lim tg(2x) _ 0 _ lim 2(1+1tg”(2x))
x—)O X 0 L'H x—0 2x x—0 X 0 L'H x—0

PAU Junio 2006 (Prueba B)C-4. Calcular ay b para que el limite sea 1:
ax’ +bx +1—cos(x) _0_ lim 2ax+b+sen(x) b

9_

lim 5 —(b 0 para limite # o) =
x>0 sen(x”) 0LHx=0  2x-cos(x”)
~lim 2ax+sen(x):9:hm 221+cos§x) : :2a+1:1 a=1/2

=0 2x-cos(x’)  0LHx02cos(x”)—4x sen(x”) 2

PAU Septiembre 2004 (Prueba A) C-3

mtg(2x) 0 _ lim 2-(1+1g*(2x)) ~lim (1+1g*(2x)) l
=7 tg(6x) 0 LH 7, 6 (1+1tg° (6x)) %”/ 3(1+1tg”(6x)) 3
PAU Junio 2004 (Prueba B) C-1

lim(L— 1 J:hm(sen(x)—szgzhm cos( x)—1 _0_

=0\ x-sen (x) L'H x>0 sen (x)+xcos(x) O

— sen (x)
= lim
LH ¥=0 cos( x) + cos( x) — xsen (x)

2

PAU Septiembre 2005 (Prueba A) C-4. Calcular A para que el limite valga -1:

i sin(xz) 15
=0 cos” (Ax)—1
. sen(x?) _0_ 0 2-x-cos(x?) _0
0 cos?(Ax) =1 0 1# >0 —2-A-sen(Ax)-cos(Ax) 0 S3H2=] A=fl.
2-cos(x’)—4x’sen(x’) 2

= lim =-
LHx0 227 —4-Aecos? (Ax) - 247
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PAU Septiembre 2005 (Prueba B) C-3

1
- 2
limIn(x)-sen(x) = o0 = lim In(x) =2 o lim—* = 1lim- " (x) = 0 =
x—0 x> 1 oo L'H x—0 — COS()C) x>0 x COS(X) 0
sen(x) sen’” (x)
~ lim— 2sen(x)-cos(x) _ 0 _
L'H =0 cos(x) — xsen(x) 1
PAU Junio 2005 (Prueba A) C-3
lim xIn(x) =% _ lim In(x)+1 =% _ lim 1/x :220
x>0 ¥ 0o L'H x—>+o e 0o L'H x—+0 % o
PAU Junio 2007 (Prueba A). C-2
- 1
tm — L om0t O l+x  _
x—0 ln(l + x) X x—=0 xln(l + X) 0 L'H x>0 ln(l + x) + X
1+ x
. X 0o . 1 1
=lim =— = lim =—
=0 (1+x)In(1+x)+x  0LHx0 1+ x 2

In(l+x)+——+1
1+x

PAU Septiembre 2007 (Prueba B) C-4

x _ ,—x\2 Aor _ X X -x 2x _ 2x
(e f ) :Q:Iimz(e e )e +e )=lim2(e e™) 0
X 0 L'H x—0 2x

x—0 2x 0 L'H
4(e™ +e™)

lim
x—0

=1lim
x—0

=4

PAU Junio 2008 (Prueba A). C-1:
2
lim 5" 2x) 0

—— =—=Ilim
=0 x° 4+ x 0 x—0

2-sen(2x)cos(2x)2 _ 0 _ lim 4-(2-0052(2x)—2-sen2(2x)) 8

2 :—:4
3x° +2x 0 L'H x>0 6x+2 2

PAU Septiembre 2008 (Prueba B). C-3: Calcular a para que el limite sea 8

e“ —l-ax 0

ax

. _ ax 2, ax 2

lim & L= Oy ae ey atet o) 0y aen @ g
x—0 X 0 L'H x—0 2x x—0 2x 0 L'H x—0 2 2
a=t4
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Unidad 5. Representacion de funciones

TEMA 5. REPRESENTACION DE FUNCIONES

1. Representacion de funciones
1.1.Dominio
1.2.Puntos de corte con los ejes
1.2.1. Con el eje x
1.2.2. Conelejey
1.3.Signo de la funcion
1.4.Periodicidad y simetria
1.4.1. Periodicidad
1.4.2. Simetria
1.5. Asintotas
1.6.Primera derivada, crecimiento y puntos relativos
1.7.Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexion
1.8.Representacion de la funcion
2. Anexo: representacion funciones circulares
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Contexto con la P.A.U.

En este tema aplicaremos lo visto en los temas anteriores para la representacion grafica
de las funciones. En el examen de la PAU no se suelen pedir todos los pasos que
estudiaremos para la representacion de la funcidn, por lo general tendremos que esbozar
la gréafica a partir de:

e Monotonia o Crecimiento
e (Curvatura
e Asintotas

Por lo general es suficiente con estas tres pautas el esbozo de la grafica, si bien se
recomienda, aunque no lo pida el examen calcular el dominio.

Las funciones que suelen representarse son:

e Funciones fraccionales, la mayor dificultad es en la segunda derivada, la cual
hay que factorizar para calcular los valores que la anulan (puntos de inflexion).

¢ Funciones exponenciales, la mayor dificultad es resolver las distintas ecuaciones
exponenciales que aparecen al igualar las derivadas. Cuando estudiemos las
asintotas horizontales y oblicuas hay que estudiar los limites tanto cuando x

tiende a « 0 a -, ya que no siempre dan el mismo resultado, como ocurre en las

funciones fraccionales. Nota: recordemos que '™
con independencia de f(x).

¢ Funciones logaritmicas, cuyas complicaciones con el calculo de las asintotas son
las mismas que las exponenciales. También es importante el calculo del
dominio; recordemos que los puntos del dominio son aquellos en los que el
argumento del logaritmo es positivo.

¢ Funciones trigonométricas: donde lo més complicado es resolver las ecuaciones
trigonométricas. Se recomienda ver el tema de ecuaciones trigonométricas del
curso anterior en cualquier libro de primero. También es importante calcular el
periodo de la funcidn, ya que a partir del mismo la funcion se repite.

siempre es mayor que cero,
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ANEXO I: Resolucién de ecuaciones logaritmicas v exponenciales

a) Exponenciales: para quitar la incognita del exponente tomamos logaritmos a
ambos lados de la igualdad

b) Logaritmos: agrupamos todos los logaritmos en uno a partir de las propiedades
de los logaritmos. Para quitar la incégnita del logaritmo tomamos exponente a
ambos lados de la igualdad.

Ejemplos:
2e° M =15 — " =% — x*+1=1In(15/2) » x=+In(15/2) -1
In(x+1)—In(x) = 4 — ln[x+lj:4% AL

X X l-e

ANEXO II: Resolucidon de ecuaciones trigonométricas

Para resolver ecuaciones trigonométricas lo mas importante es expresar todas las
razones trigonométricas en funcion de una sola de ellas aplicando las igualdades:

a) sen’(x)+cosi(x)=1
b) tg(x)=sen(x)/cos(x)
¢) 1+tg’(x)=1/cos(x)

Cuando los argumentos de las razones son diferentes (es decir x, 2x...) hay que aplicar
las transformaciones de las suma de razones trigonométricas en productos, angulos
dobles, etc. No trataremos al corresponder al curso anterior. Generalmente en los
problemas de selectividad estas ecuaciones con distinto argumento no aparecen.

Ejemplo: sen(x)+cos(x)=1
Pongamos sen(x) en funcion de cos(x) (o al revés)> sen(x) = V1 — cos2x
V1 = cos?x + cos(x) = 1> cambio variable cos(x)=y 9W +y=1
W = 1 — y - (elevando al cuadrado) 1-y2=1-2y+y2 92y2-2y:0 9‘{(1) ,

. _J 90+ 360k
1) cos(x)=0 =2 x {270 + 360k

2) cos(x)=1 = x=0+360k

Tenemos que comprobar que solucién es valida (al elevar al cuadrado surgen a
veces soluciones no validad):

- x=90 = sen(90)+cos(90)=1 valida
- x=270 - sen(270)+cos(270)=-1, no valida
- x=0 - sen(0)+cos(0)=1, valida

ANEXO II: periodo de funciones trigonomeétricas

1. El periodo de una suma o multiplicacion de funciones trigonométricas es el mayor
de los periodos
2. El periodo de sen(kx), cos(kx), tg(kx) es T=2m/k

Ejemplo: y=f(x)=sen(x)-cos(4x)+cos(2x) = T=2x, T,=n/2, Ts=n > f(x) periodo T=2m.
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1. Representacion de funciones

Mediante el ordenador o algunas calculadoras representar una funcién es sencillo, pero
sin estas herramientas debemos estudiar caracteristicas previas de la funcion antes de
representarla. Los pasos son:

El dominio

Puntos de corte con los ejes
Signo de la funcion

Simetria y periodicidad
Asintotas

Monotonia y puntos relativos
Curvatura y puntos de inflexion

1.1. Dominio

El primer paso es ver donde estd definida la funcion, es decir los posibles valores que
puede tomar la variable independiente (x). Recordemos que el domino de los
polinomios son todos los reales. Los casos en los que algiin punto no pertenece al
dominio son: (ver tema 1)

a) Se anulan denominadores = asintota vertical en el punto
b) No existen logaritmo de nimeros negativos

c) No existe el logaritmo del cero—=> asintota vertical, cuando el logaritmo en el
denominador cuando el argumento tiende a 0 por la derecha (log(0'= -0)

d) No existen raices cuadradas o de orden par para numeros negativos

1.2. Punto de corte con los ejes

1.2.1. Con el eje OX

Corta al el eje OX cuando y=0. Obtendremos los puntos de corte con este eje igualando
la funcion a cero, viendo los puntos xi,Xp,...€ Dom(f(x)) que anulan la funcion. Los
puntos (x1,0), (x2,0)... son los puntos de corte con el eje OX

1.2.2. Con el eje OY

Corta al el eje OY cuando x=0, siempre que 0e Dom(f(x)). S6lo puede cortarse una vez
con el eje OY. El punto de corte con el eje OY es (0,f(0))

Ejemplo: f(x)=In(x"-3)
Con eje OX (y=0) > 0=In(x*-3) > x*-3=e¢"=1 Dx’=4 > x=+2 P1(2,0) y P»(-2,0)
Con eje OY (x=0)->0¢ Dom(f(x)), luego no corta con ¢l eje OY

1.3. Signo de la funcion

Estudiar el signo de la funcion es ver los valores de x en los cuales f(x)>0 o f(x)<0. Para
obtener estos intervalos basta con estudiar el signo entre los intervalos de los valores de
x que anulan la funcion (corte eje OX) y los puntos que no pertenecen al dominio. En el
caso que la funcion definida a trozos, también se toman los puntos donde cambia de
expresion analitica.
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1.4. Periodicidad y simetria

1.4.1 Periodicidad:

Las funciones son periddicas cuando se repiten cada cierto intervalo, T, llamado periodo
de la funcién (f(x)=f(x+nT)). Los ejemplos cldsicos son las funciones trigonométricas.

Ejemplo:

sen(2x) su periodo es T=m, pues sen(2(x+nw))=sen(2x+27n)=sen(2x)

1.4.2 Simetria
La simetria puede ser de dos tipos:

a)  Simetria par o respecto al eje OY, la funcion es igual a la izquierda y derecha
del eje OY. Es como si este eje hiciera de espejo. Ocurre cuando se cumple:

f(x)=f(-x)

b)  Simetria impar o respecto al origen, la funcidon a la derecha del eje OY es
igual que a la izquierda pero con distinto signo. Ocurre cuando se cumple:

-£(x)=F(-x)

Ejemplo: estudiar simetria de las siguientes funciones: f(x)=x"-3x*+6, g(x)=x’-2x’-x,
2 —
x3 ! , j(x)=x3-3x2+2x+l

h(x)= ;5 +_ 5xx - 160y X +x

a) f(-x)=(-x)*-3(-x)*+6= x*-3x*+6=f(x) Par

b) g(-x)= (-x)’-2(-x)*~(-x)= -x"+2x’+x=-( x*-2x’-x)=-g(x) Impar
()’ =(=x) _ -("-x) _x'-x _

¢) h(-x)= 5 - 5 s
(—x)” +5(=x) —(x"+5x) x> +5x

h(x) Par

N G Nt S et BN
d) i(-x) Co ) P ax i(x) Impar

) J(-X)=(-x)*-3(-x)*+2(-x)+1=-x>-3x2-2x+1#j(x) y de -j(x) No simetria

Nota: si no hay denominadores sera par cuando solo tenemos expresiones x" con n par
0 . . .

(recordar que 5=5x", luego es par). Sera impar cuando s6lo tenemos expresiones X" con

n impar; si estdn mezclados términos impares y pares la funcidon no tendré simetria.

Si tenemos denominadores, para que sea simétrica tanto el denominador como el
numerador han de ser simétricos. Asi:

- si numerador y denominador tienen la misma simetria (los dos par o los dos
impar)—>1la funcion simetria par (ver h(x))

- si numerador y denominador tienen distinta simetria (uno par y otro impar)
entonces —la funcion simetria impar (ver i(x))
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1.5 Asintotas

Vertical

La funcidn f(x) tiene asintota vertical en x, cuando alguno de los limites laterales o los
dos son infinitos:

lim f(x) =+, lim f(x)=+eo, lim f(x)=—c0, lim f(x)=—oo,

X=X, X=X, X=X

La asintota vertical tiene de expresion analitica x=x¢. La funcidon f(x) se aproxima
infinitamente a la recta x=x¢. En la practica las asintotas son los puntos en los que se
anula el denominador o se anula un logaritmo (cuando esta en el numerador).

Una funcioén puede tener varias asintotas verticales y nunca se cortan por la gréfica.
Horizontal

Una funcioén f(x) tiene una asintota horizontal en y=y si se cumple una de las siguientes
condiciones (o las dos):

a) lim f(x) =y, (tiende a la recta y=y, cuando x—>oo)
b) lirp f(x)=y, (tiende a la recta y=y, cuando x—>-o)

Cuando la funcion tiene una asintota horizontal se aproxima infinitamente a la recta
y=yo cuando X tiende a +oo, -0 0 los dos.

Una funcién tiene como maximo 2 asintotas horizontales, una cuando x>0 y otra
cuando x—>-o0, aunque por lo general coinciden (funciones de fracciones algebraicas).

Las funciones que son fracciones algebraicas ( 2(¥) ) tienen asintotas horizontales
q(x)

cuando el grado del numerador es menor al del denominador (asintota x=0) o igual

(asintota x=ap/bp,con a, y b, coeficientes de mayor grado de p(x) y q(x)

respectivamente) .

Oblicua

Una funcion f(x) tiene una asintota oblicua cuando se aproxima infinitamente a una

recta de la forma y=mx+n (m=#0). Existe si se el limite iy £ () existe y es distinto de

X—>oo X

t+ oo y de 0. Si esto ocurre:

m= [ L)

xX—> oo X
n=lim f(x) —mx > por lo general, si m#0 y m#c entonces n es un numero real.
X—>00

Pero hay algiin caso donde n es oo; si esto ocurre f(x) no tiene asintota oblicua (PAU
Septiembre 2008)

Si una funcion tiene asintota horizontal no tiene asintota oblicua, por lo que no seria
necesario su estudio. En la practica las asintotas oblicuas en las funciones fraccionarias
ocurren cuando el grado del denominador es un grado inferior al del numerador

Nota: las asintotas horizontales y oblicuas pueden ser cortadas por la grafica de la
funcion
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Ejemplo: calcular las asintotas de las siguientes funciones

2x° -1

a) f(x)=———
) fx) x> +4x+3

- Asintota Vertical: x*+4x+3=0 > x=-1, x=-3.

- Asintota Horizontal: lim f(x) =, lim f(x)=—oco. No asintota horizontal
X—o0 X—>—oc0

2x° —1
2 4 A 3
- Asintota Oblicua: lim S ) —lm2XF4x+3 _ i . 2x . 1 —2=m
x>0y X—>00 x e 3 4 4x2 + 3x
3 _ 2 _
n=lim £ (x) = mx = lim— 9 = fim —or —0¥=1__
S Yo X +4x+3 X—eo +4x+3

Luego la asintota oblicua es y=2x-8

38
28

18

20 -15 -18 -5 5 18 15

-18
I -20
. -4

x? =3x
x* -4

- Asintota Vertical: x>-4=0 > x= -2, x=2

b) g(x)=

, . .oXxT—2x . x4+ 2x
- Asintota horizontal: im——=1, lim ———

X—oo x —4 X—>—00 x j—

=12 y=1

- No puede tener asintota oblicua al tener horizontal

v

28 -15 -10 -5 5 18 15

-18

-15

2R
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In(x
o) ho=")
-2
- Asintota Vertical:
x=0 (se anula el logaritmo) lim In(x) =2 =
=0t x =2 =1

i ) _ @) _

x=2 (se anula el denominador) lim—— In(x) _In(2) _Jo>x-2 - 0
=2 x—2 0 lim In(x) _ In(2) _

=2 x=2 07

- Asintota Horizontal lim ln(xz) Z = liml/Tx =0 y=0 (cuando x—>o)
X0 X — oo L'H x—

Jim 1)

X—>—oo X —

no existen logaritmos negativos

Luego la asintota horizontal es y=0, pero solo existe cuando x—>+oo

- No asintota oblicua cuando x=>+o al tener horizontal. Veamos cuando x=> -

tim £ _ jim ) o tiene
X—>—00 X X—>—o0 x2 —_ 2x

1.6. Primera derivada. Crecimiento y puntos relativos

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento y los puntos relativos de una funcion f(x)
tendremos que estudiar el signo de la primera derivada, f’(x). Como vimos en el tema

anterior:
a) sif'(x)>0 creciente
b) si f'(x)<0 decreciente

c) sif'(x)=0 punto relativo (si f "' (x)#0)

En la practica igualamos f '(x)=0 y estudiamos el signo de f '(x) entre los puntos donde
se anula la derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la funcion esta
definida a trozos también tendremos que afadir, entre estos puntos, aquellos donde f(x)

cambia de expresion analitica
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1.7. Segunda derivada. Curvatura y Puntos de Inflexion

Para estudiar la curvatura y los puntos de inflexién de una funcion f(x) tendremos que
estudiar el signo de la segunda derivada, f"’(x). Como vimos en el tema anterior:

a) sif’(x)>0 concava hacia arriba
b) sif "’(x)<0 concava hacia abajo
a) sif ’(x)=0 punto de inflexion (si f’>’(x)=0)

En la practica igualamos f "'(x)=0 y estudiamos el signo de f "(x) entre los puntos
donde se anula la 2* derivada y los valores que no pertenecen al dominio. Si la funciéon
esta definida a trozos también tendremos que afadir, entre estos puntos, aquellos donde
cambia de expresion analitica

1.8. Representacion de la funcion

A partir del estudio realizado en los anteriores apartados no deberia ser dificil
representar un boceto de la funcion.

Ejemplos:
-1
="
x+1

I) Dominio=R-{-1}

IT) Puntos de cortes:

a) Con el eje OY: x=0€ Dom(f(x)) 21(0)=-1 P.(0,-1)
b) Con eje OX: y=0 - f(x)=0 x=1. P.(1,0)

IIT) Signo de la funcioén: se estudia el signo entre los puntos de corte con el eje OY y los
puntos que no pertenecen al dominio:

(-oo,-1) | -1 | (-1,1) 1 (1,00)

Signo f(x) + 3 - 0 +

P.(1,0)

IV) Simetria y Periodicidad

No periodica

—-x—1

Simetria 2 f(-x)= " #f(x) y #f(x) No simétrica
+

V) Asintotas
a) Asintota Vertical: x=-1
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b) Asintota Horizontal: lim f(x) = limx—_1 =1, lim f(x)= lim xl_ 1>
x—o0 x—eo x 4+ ] x—>—o0 x—o—eo x 4]
y=1 (cuando x>oo y X>-o0)
c¢) Asintota oblicua: no tiene al tener horizontal
V1) Primera derivada, crecimiento y puntos relativos
f,(X)=x+1—(x2—1) __ 2 :
(x+1) (x+1)
Vemos que siempre es positiva para todo valor de x
(-00,-1) -1 (-1,00)
Signo f(x) + No existe -1¢ Dom(f) +

Crecimiento /v /

No Punto relativo

VII) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexiéon

_=2(x+D) -2
(x+D)*  (x+1)

£(x)

El signo de la segunda derivada es:

Intevalo (-00,-1) -1 (-1,00)
Signo f°(x) + No existe -1¢ Dom(f) -
Cocavidad U N

No P.I.
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VIII) Representacion:

3
X

2) y=f(x)=

x? -
I) Dominio
x>-4=0 Dom(f(x))=R-{-2,2}

IT) Puntos de corte con los ejes:
a) Eje OY (x=0), como 0 Dom(f(x)) P.(0,f(0)) = P(0,0)
b) Eje OX (y=0). x>=0 > P(0,0)

IIT) Signo de la funcién:

Puntos representativos x=-2,0,2

Intervalo | (-,-2) | -2 | (-2,0) 0 0,2) 2 (2,00)

Signo f(x) - ¢ + 0 - ¢ +

P.(0,0)
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IV) Simetria y Periodicidad.

No periddica

Simetria: f(-x)= —
X

3

—X

V) Asintotas
a) Asintotas Vertical: x=-2, x=2

b) Asintota Horizontal: liIP f(x)=lim

c) Asintota Oblicua: m=1im

y=X

2 =—f(x) = simetria impar, respecto del origen

3

X , .
> =40 No asintota Horizontal
x—>teo x = 4
3
X . X . . —4x
it )zhm—:l,Hthf(x)—x:hm 5 =0
X—>00 X X—00 X — X—yoo X—oo X

V1) Primera derivada Crecimiento y Puntos relativos:

4 2
y=f'( )=%, £(x)=0 > x*~12x*=0 x=0 (doble, sera PI), x=++/12
N
_ (—iz- | | 0] 0 | 022 Ji2 (V12 )
—12) V2 ) 2 2, 12)
£(x) ¥ 0 e | - | o ¢ 0 s
3
crec 7 M(—JT,_%JE) N N PI N\ N m(\/ﬁsg\/ﬁ) P

M(V12,-1.5vV12), m(V12,1.5V12)

VII) Segunda derivada, curvatura y Puntos de Inflexion:

Y= ()=

8x” +64x’ —384x  8x(x’ +12)

L7 (x)=0 > x=0

(=4 (x* =4y

El signo de la segunda derivada es:

106

Intervalo (-0,-2) | -2 | (-2,0) 0 0,2) | 2 | (2,0)
Signo f *’(x) - 3 + 0 - 3 +
N U PI1(0,0) N U
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Unidad 5. Representacion de funciones

3) y=f(x)=In(x" - 2x)

I) Dominio:

X>-2x>0 > x(x-2)(x+2)>0

-18

-15

-2

2= g

18

15

28

Intervalo | (<-v2) | V2 | (20| 0 | 042) | V2 | (2
Signo x’-4x - 0 + 0 ) 0 N
No Dom | No Dom Dom |NoDom | NoDom | Nodom Dom

Dom(f(x))=(-v/2 ,0)U( 2 ,)

IT) Corte con los ejes:

a) Corte con el eje OY (x=0¢ Dom(f(x)))=> No corte eje OX

b) Corte con el eje OX (y=0) 2> f(x)=In(x’ —2x) =0 >x’-2x=1, x=-1,x=

1£+/5
2

tres puntos pertenecen al dominio (comprobar con la calculadora)

1- \/_

1+\/_

Pc('130)9 c(

30), Pe(———

IIT) Signo de la funcién:

XZ-\/E 5#9-1907 \/5 )

1++/5
2

José Luis Lorente Aragon
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Ca TSy IS s G o |0 | e | Sy | 1S (5
2 2 2 2 2 2
) 0 + 0 e e ¢ - 0 +
P! ‘f 0) P(-1,0) (Lt f 0)

IV) Simetria y periodicidad

a) No periodica
b) f(-x)=In(-x’+2x)=f(x) y 2-f(x)  No simétrica

V) Asintotas
a) Vertical (donde se anula el logaritmo)—> x=-+/2 , x=42 , x=0

b) Horizontal lim f(x) =c0, lim f(x) = no existe No horizontal

¢) Oblicua lim*——> S = _ hmx%Zx =0 No oblicua

X—>o0 X oo L'H x—oo

V1) Primera derivada, crecimiento, puntos relativos

22=0> x=i\E :i?%

w\&

f'(x)= € Dom(f(x)), pero

J6

= & Dom(f(x))

- ,0) 0 (/2 )

(ﬁ-i) ?

Signo ’(x) + 0 - ¢ +

Crecimiento 7 M(- ﬁ ,— In(27/32) N 7

3 2

VI) Segunda derivada, curvatura y puntos de inflexion

4
+4
f "(X)=—3x— - 3x*+4=0 No solucion, no puntos de inflexion
(x* —2x)?
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(-2 ,0) 0 V2 (N2 1)

Signo °(x) - 3 3 -

Curvatura N N

VII) Representacion:

-1

-3

-4

José Luis Lorente Aragon 109



Unidad 5. Representacion de funciones

Ejercicios PAU
Septiembre 2006, Prueba A

PR-2.- a) Estiidiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)=xe™, sus
maximos y minimos relativos, asintotas y puntos de inflexion. Demuéstrese que
para todo x se tiene que f(x)<1/e (2 puntos). b) Pruébese que la ecuacién e* = 3x
tiene sélo una solucion en (—oo,1]. (1 punto)

a) Dom(f(x))=R

1) Asintotas:

No verticales

Horizontales: lim xe™ = lim—— = = = lim ! =0;

xX—>o0 xX—>oo ex oo L'H x—oo ex

lim xe ™ = corc0

y=0 (solo si x tiende a +o0)
Oblicua: no oblicua
2) Crecimiento, puntos relativos
f'(x)=e*-xe™ > e"-xe =0 e™(1-x)=0 > x=1
(-oojl) 1 (1,00)
Signo f'(x) + 0 -

Crecimiento / M(1,e™) \

3) Curvatura y Puntos de Inflexion
' (x)=-e™-e"+txe " =¢"(-2+x)> €7 (-2+x)=0 2> x=2

(_0072) 2 (2300)
Signo f"'(x) - 0 +
Crecimiento N PI(Z,Ze'z) U
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4) Representacion grafica:

Vemos que el maximo absoluto es el maximo relativo (l,e'l), luego f(x) <e’!

b) Decir si la ecuacion xe™ = 3 alguna solucidn en solucion (—oo,1] 2 g(x)=x-¢"-3=0
Aplicamos Bolzano:
- g(x) continua en (-oo,1]
- g(1)=e-3<0, g(0)=1>0
Aplicando Bolzano Fce (—o0,1):g(c) =0
Veamos que s6lo hay una: g'(x)=e*-3 = ¢'=3 2 x=In(3)=1,1

(-00,In3) In3 (In3,00)
Signo g’'(x) - 0 +
Crecimiento \ m(In3,-0,3) 7‘

Luego entre (-o0,1) la funcion decrece cortando en un tinico punto ¢ en el eje OX.
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Septiembre 2006. Prueba B

4-2x2

X

PR-2. Sea f(x)=

a) Determinese el dominio de f, sus asintotas, simetrias y maximos y minimos
relativos. Esbocese su grafica. (1,75 puntos)

1) Dom(f(x))=R-{0}

2) Asintotas: Vertical x=0

_ 2 _ 2
Horizontal: limﬂ =—oo lim 4-20 =oo
X—o0 X X—>—oo X
_ 2 _ 2
Oblicua: m= lim# =-2 n= limﬂ +2x = limi =0 y=-2x
X—>o x X—>o0 x X—> x
. . 4-2x° . . .
3) Simetrias: f(-x)= ——— = —f(x) Simetria Impar (respecto al origen)

4) Monotonia y puntos reltaivos

P 20+

<0 Siempre decreciente. No puntos relativos

5) Representacion

20 -15 -10 = 5 10 15 26

-5
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Junio 2006. Prueba B
PR-2.- Dada la funcién f(x) = E, se pide:

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y
convexidad, los puntos de inflexion y las asintotas de f. Esbocese su grafica. (2
puntos)

1) Dominio = Dom(f(x))=R-{-1}.
2) Asintotas 2> AV: x=-1
x—1 x—1

AH: lim =1, lim
e x 41 xo—e x ]

=1 y=1

AQ: No al tener horizontal

3) Crecimiento y puntos relativos:

f'(x)= 2 - >0 Siempre crece no puntos relativos
(x+1)
Intervalo (-o0,-1) -1 (-1,00)
Signo f'(x) + 3 +

Crecimiento / /

4) Curvatura y P.I.:

(x+1) 4
x+D*' (x+1)

£ (x)=—4 > £°(x)£0 (No P.L)

(-00,-1) -1 (-1,00)

Signo f°(x) + ¢ -

Curvatura U A

No P.IL
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5) Representacion

15

i8

208 -15 -18

-18

-15

-2A

Septiembre 2005. Prueba A

In(1+x%) six>0
x? six<0
de crecimiento y decrecimiento y sus puntos de inflexion. Esbocese su grafica.

PR-2.- a) Estudiese la derivabilidad de f (x){z , sus intervalos

a) Continuidad: In(1+x?), x* es continua en R . Veamos en x=0
lim f(x)=In(1)=0
x—0*

] 5 f(0)=0 - Continua. Luego podemos hacer la derivada de la
lim f(x)=0"=0
x—0"

funcion:
Derivabilidad: f'(x)=1{14x" "~
2x, x<0

S1(07)=lim f'(x)=0 2,

o Derivable> f'(x)=1{11 2
fO)= =0 2 x<0
I) Crecimiento: igualamos la derivada a cero (cada uno de sus trozos)

sz =0-> x=0¢ (0,%0)
1+x

- 2x=0 2x=0€ (-00,0].

Luego el unico punto donde f'(x)=0 es x=0. Este punto, ademads, habria que
introducirlo igualmente al cambiar f(x) de expresion en x=0
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(-00,0) 0 (0,00)

Signo f'(x) - 0 +

Crecimiento ~ m(0,0) 7

2) Curvatura: como f(x) es derivable en R podemos calcular la segundad derivada

2(1-x7)
f@=1as 0
2 x<0

Veamos si existe la segunda derivada en x=0: £°(0")=>(0)=2:

2(1-x?%)
fr@=1aray 70
2 x<0

f’(x)=0, miremos los dos trozos de definicion

) 2(l—x2)
(1+x)

- 2#0

En los intervalos tenemos que considerar x=0 (donde cambia la expresion analitica):

=0 x=*1-> solo valido x=1, ya que x=-1¢ (0,0)

Intervalo (-0,0) 0 (0,1) 1 (1,0)
Signo £’ (x) + 2 + 0 -
Curvatura U U U PI(1,In2) N

=2l

-2
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Junio 2005. Prueba A

PR-2.- a) Calculense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion

flx) = e1‘x2, sus extremos relativos, puntos de inflexion y asintotas. b) Esbocese la
grafica de f

a) 1) Dom(f(x))=R
2) Asintotas:

‘Verticales: no

. . 42 —oo . _x2 oo
- Horizontales: lime'™ =e™ =0, lime™ =e™ =0

y=0 (cuando x>oo y Xx>-c0)

- No oblicuas ya que si tiene horizontales.

3) Crecimiento y puntos relativos

f'(x)= “2xe™ =0>x=0

Intervalos (-00,0) 0 (0,00)

Signo f’(x) + 0 -

Crecimiento / M(0,e) \

4) Curvatura:

N

()= -2 +4x%e™ = (4x? —2) =0 > x=t—-

R s3] |
Intervalo | (-o0,— — - (——,—) — (—,)
2 2 2 2 2 2
Signo f°(x) + 0 - 0 +
Curvatura U PI(—‘?,«/@) a PI(\?,«/E) U
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b) Representacion grafica

Septiembre 2004-Prueba A

PR-2 Sea f la funcién dada por f(x) = x* — 3|x| + 2
a) Estudiese la derivabilidad de fen x = 0 mediante la definicion de derivada.
b) Determinense los intervalos de monotonia de f'y sus extremos relativos.

¢) Esbocese la grafica de f.

x*=3x+2 si x>0
x> +3x+2 si x<0

a) f(X)={

Continuidad = Solo tenemos que estudiar la continuidad en x=0 ya que en los demas
puntos es continua al ser los dos trozos polinomios

lim f(x)=2

x—0"

lim f(x)=2
lir% f(x)=4320 f(0)=2. Continua

o ) i . 2x-=3 si x>0
Derivabilidad = al ser continua podemos definir la funcion f'(x)= )
2x+3 six<0

Donde tenemos que estudiar la derivabilidad en x=0:

£(0M=-3 ; °(0)=3 -> No derivable en x=0(como ocurre en las funciones valor
absoluto)

Luego al representar la grafica en x=0 tendrd un “pico”
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2x-3=0 )c=i >0 solucion

b) Crecimiento de la funciéon -2 f'(x)=0: 2 )
-3 .

2x+3=0 x=7<0 solucion

A estos dos puntos, 3/2 y -3/2, tenemos que afiadir x=0 donde f(x) cambia de expresion

analitica.
Intervalo (-00,-3/2) -3/2 (-3/2,0) 0 (0,3/2) 3/2 (3/2,00)
. , No
Signo 1(x) - 0 - derivable - 0 *

Crecimiento |~ | m(32-14) | 7 | MOD 1 TS nan s 7

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable.
El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una funcidon decreciente a creciente.
Luego es un maximo relativo.

¢) Podemos representarlo viendo que son dos parabolas (x*-3x+2 cuando x>0y
xX*+3x+2 si x<0) o partir de las informaciones anteriores.

6
4
M2
-3|/2 3{2
> 2 & T2 4
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Junio 2004- Prueba A

PR-1.- Sea la funcion y=2"".

a) Estudiese su monotonia, extremos relativos y asintotas.

2™ si x<0

2e7 si x20

y=f)=2e" ={

Veamos primero si es continua para poder derivar la funcién a trozos:

. lim f(x)= 2" =2 .
£13} f(x)= )i;)l’(l)’l F)=2e" =2 : f(0)=2 - continua
x—0"

4e* si x<0

f'(x)= { . Veamos si derivable £(0")=4#f(0")=-4. No derivable en

x=0, luego en x=0 habra un “pico”.

—4e™ 5i x>0

Estudiemos donde se anula la derivada: f’(x)=0 -

2 .y
4e”" =0 no solucion

2 .r
—4e“* =0 no solucion

Es decir, el tinico punto caracteristico a la hora de estudiar monotonia es x=0, que es
donde la funcién cambia de expresion analitica

Intervalo (-00,0) 0 (0,00)

Signo °(x) + No derivable -

Crecimiento e M(0,2) \

El punto (0,2) es un punto donde hay un cambio de pendiente, por eso no es derivable.
El cambio de pendiente es tal que pasa de ser una funcion creciente a decreciente.
Luego es un maximo relativo.

Asintotas:

1) Verticales = no tiene
2) Horizontales: lim f(x) =2¢™ =2:0=0 ; liI}1 f(x)=2e" =2:0=0. Luego tiene

asintota horizontal y=0 (cuando x>o0 y x>-c0)
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Gréfica:

Junio 2007- Prueba A
PR-2. Sea la funcion f(x) =

x2-1

a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, curvatura, puntos de inflexion y
asintotas. Esbozar la grafica

1) Dominio=R-{-1,1}

2) Asintotas:
AV:x=1, x=-1
AH: lim f(x) = lim f(x)=0 = y=0 (cuando x>0 y x>-o0)
AOQO: No tiene

3) Crecimiento y puntos relativos

2 2 2
-1-2 +1 ) )
f'(x)= al r -2 > =2 '(x)=0 No solucién. Los tnicos puntos

(=) (=D

representativos para estudiar la monotonia son x=1, x=-1 (asintotas verticales)

Intervalos (-00,-1) -1 (-1,1) 1 (1,00)

Signo(f’(x)) - ¢ Dom(f(x)) - ¢ Dom(f(x)) -

Monotonia ~ ~. ~.

4) Curvatura y puntos de inflexion

Py 200 A D) 2 D 128 ) 2 ) =32 +)
oy @ - @)@y

£(x)=0 > x=0.
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Intervalo (-o0,-1) -1 (-1,0) 0 0,1) 1 (1,00)
. - & +
Signo(”(x)) - € Dom(f(x) |+ 0 Dom()
Curvatura N ] PI(0,0) N )

5) Representacion grafica

Junio 2006- Prueba B

PR-2. f(x)=x+e™ Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos

relativos, los intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas. Esbozar su
grafica

1) Dom(f(x))=R
2) Asintotas:

- Vertical: no tiene
- Horizontal: lim f(x) =co+e ™~ =oco+(0 =00
X—>00

lim f(x) =—co+e” =—cot+oo=00(ya que el exponentecrecemds rapido)
X—y—o0

No asintota horizontal

- Oblicua: m= limM = liml+5—

x—eo ¥ X—o0 X

=1+2:1

oo

n=lim f(x)—x=lime " =™ =0
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Veamos si x> -o0

) X ) e oo . —er
hm& =liml+—=1+— =1+ lim
X0 X X—>—o0 X oo L'H X——00

=]l—-e" =]—c0o=—0

Luego la asintota es y=x (solo si x> o)

3) Crecimiento y puntos relativos:

fl(x)=1=e" 2> f'(x)=0 2> 1-7=0; e"=1 2> -x=In(1)=0-> x=0

Intervalo (-00,-0) 0 (0,0)

Signo(f'(x)) - 0 +

Monotonia ~ m(0,1) /

4) Curvatura y puntos de inflexion

f"(x)=e = f"(x)=0 no solucién pues e" siempre positivo

Intervalo (-00,00)
Signo(f”’(x)) +
Curvatura U

—4
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Junio 2005- Prueba B

PR-2.- Sea f{x)=¢"+In(x), xe (0,»).a) Estudiense los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f'y sus asintotas. (1,Spto) b) Pruébese que ftiene un punto de
inflexion en el intervalo E 1]y esbdcese la grafica de £. (1,5 puntos)

a) Veamos primero el Dominio, que es necesario para el resto de calculos

1) Dom(f(x))=(0,»), el logaritmo s6lo existe cuando el argumento es positivo.

2) Monotonia : f'(x)=e*+1/x=0 - e*=-1/x, que en el dominio no tiene solucién
pues para x>0 el exponente es positivo y —1/x negativo. En el domino
f'(x)>0, y por tanto la funcidn creciente en todos los puntos del dominio es
decir en (0,00).

3) Asintotas:

- Verticales en x=0 (se anula el logaritmo)

- Horizontales lim f(x) = oo+ o0 = oo, No horizontales
X—>o0

. Oblicuas m=lim? ® =1im_ + ™ _ im® + ¥ o vo.
x—0  x X=X X L'Hx— 1 1

No oblicuas

b) f’(x)=e¢*-1/x*. Veamos que en el intervalo [1/2,1] se anula f'(x), para eso
aplicamos Bolzano a la funcion ' (x):

- f7/(x) es continua en [1/2,1], ya que 0 no pertenece a este intervalo
- £7(1/2)<0; £7(1)>0

Luego al cumplir Bolzano existe un punto ce (1/2,1) tal que f"’(c)=0.

38
25
28
15

18
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Junio 2008. Prueba A

PR-2 Sea f(x)=In(x)/x* siendo x& (0,%). Se pide

a) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y
las asintotas. Esbozar la grafica.

Y
2)

3)

124

Dominio: nos lo da el problema: Dom(f(x))=(0,)

Asintotas:

- Verticales: en x=0, pues se anula el denominador y el logaritmo.

. 1 o 1/
- Horizontales Tim /(x) = lim 1 = e hmz—x — 0 Asintota y=0 (s6lo si x->w)
X—>00 x—e0  x 0o L'H x—oo X

- Oblicuas: no al tener horizontales

Crecimiento y extremos relativos:

Feo=17209) _ o3 =12 > x=e'”
Intervalo 0,e"%) e (e"?,00)
Signo(f’'(x)) + 0 -

Monotonia —7 M(e“ 2 i) T~

2e

172 1/2

Luego f(x) crece en (el/z,oo) y decrece en (0,e 7). En el punto M(e ,i) hay un

maximo relativo.

Veamos la grafica:

v

a.2

M
/lx
2 3 4 5 [3 P

-8.2

-8.4

-68.6

-8.8
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Septiembre 2008. Prueba B

PR-2.- Sea f (X) =2 —x + In x con x& (0,+c0). a) Determinar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los intervalos de concavidad y
convexidad y las asintotas de f . Esbozar la grafica de f. b) Probar que existe un
punto ce (1/¢%,1) tal que f (c) = 0.

a) Primero veamos el dominio:
1) Dominio: Dom(f(x))=(0,%0)
2) Asintotas:

- Verticales: en x=0 (se anula el logaritmo)

- Horizontales lim f(x) =1im2 —x +In(x) =2 — oo+ o0 =00 . No tiene

1
1+—
. Oblicua m=1lim /) = g 27X F ) 0 x_
X—>00 X X—>00 X 0o L'H x—oo 1
n=1lim f(x)+ x = lim 2 + In(x) = «. No oblicua
3) Extremos relativos:
f'(x)=-1+1/x=0 2> x=1.
Intervalo (0,1) 1 (1,00)

Signo(f'(x)) + 0 -

Monotonia — M(1,1) T~

Crece en (0,1) y decrece en (1,0). En el punto M(1,1) hay un maximo relativo
4) Curvatura:

f’(x)=-1/x>=0>Nunca se anula f"'(x)<0 luego siempre es concava hacia abajo N
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2. Representacion de funciones circulares.

No es normal que en la PAU haya funciones circulares, pero algin afio si han salido.
Por ejemplo en afio2009 en septiembre (prueba B). Veamos los pasos a seguir con algin
ejemplo, el del citado examen y otro:

PAU Septiembre 2009. Prueba B
PR2. f(x)=sen(x)+cos(x) en [0,27]
¢  Dom(f(x))=[0,27]
® No asintotas
¢ No simetria (sen(x) es impar y cos(X) par):
f(-x)=sen(-x)+cos(-x)=-sen(x)+cos(x)#f(x) y —f(x)

e Monotonia

£’ (x)=cos(x)-sen(x)=0 > cos(x)=sen(x)>cos(x)=4/1 — cos?(x). Elevamos al

cuadrado, recordando que entonces hay que comprobar las soluciones.

cos’x=1-cos’x> cos’x=1/2 > cos(x)=ig. La comprobaciéon se hace cuando
se obtengan las soluciones de x (los angulos)

cos(x)=— 2 _

2 225° =%ﬂ rad

45° == rad 135° = 3 rad
4 4
d

315° = 7—ﬂra
4

cos(x)= \/Z—E = {

Comprobacion de las soluciones:

x=§ > cos(%)=sen(%)9 Si x=%ﬂ 2> cos(%n)=sen(%n)9 No
x=%ﬂ > cos(%n)=sen(%n)9 Si x=%ﬂ 2> cos(%n)=sen(%n)9 No
Intervalo [0, %) % (% , %”) 5:T7T (%’T , 21]
Sig(f'(x)) + 0 - 0 +
Monotonia / M(% , \/E) \ m(%ﬂ , —\/7) /

e Curvatura: f’(x)=-sen(x)-cos(x)=0 = -cos(x)=sen(x)=> -cos(x)=y/ 1 — cos?(x)
cos’x=1-cos’x> cos’x=1/2 > cos(x)=+ g )

135° = 2 rad
cos(x)=—E = 4

45° =% rad
d 2 225° = %ﬂ rad

cos(x)= 2
2 315° = Zra
4
Comprobacion de las soluciones (al elevar al cuadrado puede haber soluciones no
validas):

=" T —cen(® TS cos(y=cen( :
x=, > —cos(4) sen(4)9 No x= - -cos( 4) sen( " ) si
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3 3 3
X=T” > -cos(rn)=sen(7n)9 no

5 5 5 .
x=7n 2> -cos(Tn)=sen(Tn)9 si

Intervalo s 5t St 7m n n
[0, = <7 = (5 2m]
4 4
Sig(f’(x)) ; 0 n 0 ;
Curvatura N PIEZ, 0) U PIZE, 0) N
4 4

Para representar veamos los valores de algun punto representativo:

x=0 2 y=1
x=n/2 2 y=1
X=1 2y=-1
x=371/2 2>y=-1
x=21 2>y=1
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2) f(x)=cos(x)+cos(2x) en [0,27]

Dom(f(x))=[0,27]
No asintotas

Simetria par (cos(X) es par):

f(-x)=cos(-x)+cos(-2x)=cos(x)+cos(2x)=f(x) Par

Monotonia

f’(x)=-sen(x)-2sen(2x)=0 —>(angulo doble) = -sen(x)-4sen(x)-cos(x)=0->

-sen(x)[1+4cos(x)]=0 >

sen(x)=0 = {1oso: 2 I;ffad}
cos9==3 = { 356 45rad |
Intervalo 0 (0,1.8) 1.8 (1.8, m) s (r,4.5) 4.5 (4.5,2m]
Sig(f(x)) 0 - 0 + 0 - 0 +
Monotonia | M(0,2) N4 | m(1.8,-1.12) /' M(m, 0) \ m(4.5,-1.12 /'
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