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TEMA 9. DETERMINANTES. 

 

1. Conceptos previos, permutaciones 

2. Definición general de determinantes 

3. Determinante de matrices de orden 2 y orden 3. 

3.1. Determinante matrices cuadradas de orden 2 

3.2. Determinante matrices cuadradas de orden 3 

4. Determinante de algunas matrices especiales 

5. Propiedades de los determinantes 

6. Otros métodos de calcular los determinantes. Determinante de matriz de 

orden 4 

6.1. Por adjuntos 
6.2. Haciendo cero una fila o una columna 

6.3. Determinante de Vandermonde 

7. Cálculo de la matriz inversa. 

8. Rango de una matriz 

 

 

  



Unidad 9.Determinantes 

 

186                     Apuntes de Matemáticas II (2ºBachillerato) para preparar el examen de la PAU (LOE) 

 

Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

El cálculo de determinantes es muy importante, ya que se utilizará en el tema siguiente 

en la resolución de sistemas de ecuaciones lineales, problema que generalmente sale en 

una de las opciones del examen de P.A.U.  

Además de la importancia relativa a su utilización en los problemas del siguiente tema, 

también es frecuente que en los exámenes de selectividad haya cuestiones relacionadas 

directamente con esta unidad, tales como: 

• Cálculo de determinantes aplicando propiedades.  

• Cálculo de determinantes 4x4 

• Calculo de inversas 

• Determinar si una matriz inversible 
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1. Conceptos previos. Permutaciones 

Antes de estudiar el determinante veamos primero lo que significa la permutación, que 

nos va a servir para luego definir el determinante. 

Definición: dado n elementos diferentes, permutaciones son las distintas posibles 

ordenaciones de estos elementos. El conjunto de todas la permutaciones se denota como 

Sn y el número total de permutaciones es de n!=n·(n-1)·(n-2)·…·1 

Ejemplos: El conjunto de permutaciones de tres elementos, S3, vienen definidas por las 

siguientes 3!=6 permutaciones: 

σ123=id, σ132, σ231, σ213, σ312, σ321.  

Definición: el índice de una permutación es el mínimo número de modificaciones que 

debemos realizar a sus elementos para llegar a la permutación identidad, donde todos 

los elementos están ordenados de menor a mayor (ejemplo σ123=id en S3). Se denota 

como i(σ) donde σ es la permutación  

Ejemplos:  

σ123 � i(σ123)=0 

σ132 �i(σ132)=1 permutando el 3 y el 2 obtenemos la permutación identidad 

σ312 �i(σ312)=2 permutando el 3 y el 2, y luego el 2 y el 1 obtenemos la 

permutación identidad 

2. Definición general de determinante 

Definición: Sea A=aij una matriz cuadrada de orden n (A∈Mnxn(R)) definimos como 

determinante de A y se denota como |A| o det(A) al siguiente número real: 

∑
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||)det(  (la suma tiene n! términos) 

3. Determinante de Matrices de orden 2 y 3 

En este apartado vamos a ver a partir de la definición del apartado anterior el valor del 

determinante de las matrices 2x2 y 3x3 

3.1 Determinante de matrices cuadras de orden 2. 

Sea la matriz A∈M2x2 definida de forma genérica como 







=

2221

1211

aa
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A , calculemos el 

determinante a partir de la definición: 
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Ejemplos: 










−
=

19

13
A � 12)9·1()1·(3

19

13
|| −=−−=

−
=A  









=

43

21
B � 2)2·3(4·1

43

21
|| −=−==B  

3.2. Determinante de matrices cuadradas de orden 3. 

De la misma forma que en el apartado anterior veamos como calcular el determinante de 

las matrices cuadradas de orden 3. En este caso el número de sumas será 3!=6. Veremos 

una regla nemotécnica, regla de Sarros, para recordar como calcularlo. 

Sea A∈M3x3(R) definido de forma genérica como A
















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

. Antes de 

aplicar la definición de determinante veamos las permutaciones y sus índices: 

σ123 � i(σ123)=0 par 

σ132 �i(σ132)=1 impar 

σ231 �i(σ231)=2 par 

σ213 �i(σ213)=1 impar 

σ312 �i(σ312)=2 par 

σ321 �i(σ321)=1 par 

De esta forma:   

)······()······(

··)1(··)1(··)1(

··)1(··)1(··)1(||

312213332112322311322113312312332211

312213

1

322113

2

332112

1

312312

2

322311

1

332211

0

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A

++−++=

=−+−+−+

+−+−+−==

 

 

Regla de Sarrus : 

48476 +

•••

•••

•••

    

48476 −

•••

•••

•••
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Ejemplos: 

0)7248105()968445()9·2·41·6·87·5·3()7·6·23·8·49·5·1(

987

654

321

=++−++=++−++=

 

[ ] [ ] 30)680()2404(1·3)·2(4·2·1)4)·(1·(0)4·(3·20)·2·(14)·1·(1

424

311

021

−=−+−−+−=−++−−−−+−+−=

−−

−

 

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes  

a) 25)25(
5

5
22 +=−−=

−
aa

a

a

 

b)  23)8(15
52

43
=−−=

−

−−
 

c) )1(2)1(1)1)·(1()1(
11

11 2222

2

aaaaaa
a

aa
−=−−−=+−−−=

+

−−

 

d) [ ] [ ] 21·1·11·1·10·0·00·1·10·1·11·0·1

110

101

011

−=++−++=  

e) [ ] [ ] 795)·2·(01·4·13·3)·4()4·(4)·2(3·1·05·3·1

514

430

321

=−++−−−−++=

−

−

 

f) [ ] [ ] 14·1·1)·1)·(3(5)·1·(35)·1·(13)·3·(1)·1·(

35

111

31
2 +−−=+−−+−−−+−+−=

−

−− mmmmmm

m

m

 

4. Determinante de algunas matrices especiales 

En este apartado calcularemos de forma sencilla el valor de los determinantes de 

algunas matrices cuadradas especiales.  

1. Determinante de la matriz nula 

La matriz cuadrada nula es aquella en la que todos los coeficientes son cero, se denota 

como 0. 

A=0 � aij=0 ∀i,j∈{1,2,…,n} � 0·...·)1(0 )()1(1

)( =−= ∑
∈ nS

nn

i aa
σ

σσ

σ
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2. Determinante de la matriz identidad 

Recordemos que la matriz identidad es aquella donde todos los elementos fuera de la 

diagonal son nulos y los de la diagonal vale 1. 



















=

1...00

0......0

......10

0...01

Id  

Es fácil comprobar que el valor del determinante identidad es la unidad, veámoslo a 

partir de la definición de determinante: 

11·...·1·10·...··)1(·...·)1( 2211

0

)()1(1

)( ==+−=−= ∑
∈

nn

S
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i aaaaaId
nσ

σσ

σ
 

3. Determinante de la matriz diagonal 

Matrices diagonales son aquellas donde los elementos fuera de la diagonal son nulos, 

pudiendo valer cualquier valor los elementos de la misma. 





















=
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a

a

D
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............
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11

 

Es fácil de ver que el valor del determinante de la matriz diagonal es igual al producto 

de los elementos de la diagonal. Es fácil demostrarlo a partir de la definición de 

determinante. 
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S
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4. Determinante de la matriz triangular 

Recordemos la definición de matriz triangular superior e inferior: 
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El valor del determinante de las matrices triangulares, tanto superior como inferior, es 

igual al producto de los elementos de la diagonal. La demostración es más complicada 

que las anteriores. 

|Ts|=a11·a22·…·ann                               |Ti|=a11·a22·…·ann 
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5. Propiedades de los determinantes 

En este apartado veremos las propiedades más importantes de los determinantes, a partir 

de las cuales será fácil calcular el valor de los determinantes de algunas matrices. Para 

este apartado usaremos la siguiente notación: 

A∈Mnxn(R) � formado por n filas A=(F1,…,Fn) con Fi fila i-ésima  

    � formado por n columnas A=(C1,…,Cn) con Ci la columna i-ésima. 

 

Ejemplo: 

















=

987

654

321

A  A=(F1,F2,F3);  A=(C1,C2,C3) donde 
















=

7

4

1

1F , 
















=

8

5

2

2F , 
















=

9

6

3

3F  

y C1=(1 2 3), C2=(4 5 6) y C3=(7 8 9) 

 

Propiedad 1: el determinante de una matriz es igual al determinante de de la matriz 

transpuesta: 

det(A)=det(At) 

Importante: a partir de esta propiedad todas las propiedades de los determinantes que 

relacionen columnas seran ciertas también para las filas y al revés.  

Propiedad 2: si los elementos de una fila (o columna) de una matriz se le multiplican 

por un número el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por dicho 

número: 

det(F1,F2,…,kFi,…,Fn)= k·det(F1,F2,…,Fi,…,Fn) 

det(C1,C2,…,CFi,…,Cn)= k·det(C1,C2,…,Ci,…,Cn) 

Ejemplo:  















 −

=

110

632

531

A  

 B= 














 −

210

1232

1031

 � |B|=2·|A| 

C= 
















−−−

−

110

632

531

 �|C|=-1·|A| 
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Propiedad 3: Si a una matriz A∈Mnxn(R) la multiplicamos por un número k (B=k·A), el 

determinante de la nueva matriz, B,  es k
n
 veces el determinante de A: 

det(k·A)=kn·det(A) 

Demostración: a partir de la propiedad 2 es fácil de ver esta propiedad: 

det(k·A)=det(k·C1,k·C2,…,k·Cn)=k·det(C1,k·C2,…,k·Cn)= k
2
·det(C1,C2,…,k·Cn)=…= 

=k
n
·det(C 1,C2,…,Cn) 

Ejemplo:  















 −

==














 −

=

220

1264

1062

·2

110

632

531

ABA   � |B|=2
3
|A| 

Propiedad 4: Si los elementos de la columna i-esima (o una fila) de una matriz 

cuadrada se puede descomponer como suma de columnas (o filas), su determinante será 

igual a la suma de los determinantes de las matrices que tienen las demás columnas 

(filas) iguales y la i-ésima de cada  uno de ellas una de las columnas de la suma 

det(F1,F2,…,Fi+Fi’,…,Fn)= det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)+ det(F1,F2,…,Fi’,…,Fn) 

det(C1,C2,…,Ci+Ci’,…,Cn)= det(C1,C2,…,Ci,…,Cn)+ det(C1,C2,…,Ci’,…, Cn) 

Ejemplos: 

127361

560

174

321

530

104

351

5630

1704

3251

=+−=−+−=

+

−+

+

 

12416

590

174

120

590

174

251

590

174

122501

=−=−+−=−

+++

 

det(C1,C2+C2’,C3)= det(C1,C2,C3)+ det(C1,C2’,C3) 

Propiedad 5: El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto 

de los determinantes de ambas matrices.  

det(A·B)=det(A)·det(B) 

Ejemplo: 










−
=









−








102

111

51

13
·

20

21
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3216·2
102

111

16
51

13

2
20

21

==
−

→















=
−

=

 

Propiedad 6: Si una matriz permuta dos columnas (filas), su determinante cambia de 

signo. 

det(F1,F2,…,Fi, …, Fj,…,Fn)= -det(F1,F2,…,Fj,…, Fi,…,Fn) 

det(C1,C2,…,Ci, …, Cj,…,Cn)= -det(C1,C2,…,Cj,…, Ci,…,Cn) 

Ejemplos: 

102

001

143

210

100

314

201

100

341

120

010

134

012

001

413

021

010

431

−

=

−

=

−

−=

−

−=

−

−=

−

 

Propiedad 7 : Si una matriz tiene una fila o una columna formada por ceros su 

determinante es cero. 

det(F1, F2,…, 0, …, Fn)=0 

det(C1, C2,…, 0, …, Cn)=0 

Ejemplo: 

 

0

654

000

321

0

022212019

018171615

014131211

09876

04321

=

=

 

Propiedad 8: Si en una matriz dos filas o columnas son iguales o proporcionales su 

determinante es cero: 

det(F1,…, Fi,…,k·Fi,…,Fn)=0 

det(C1,…, Ci,…,k·Ci,…,Cn)=0 

Ejemplos : 

det(F1,F2,F1)=0 ;  det(F1,4F3,F3)=0 ;  det(C1,C2,C2)=0; det(-2C3,C2,C3)=0 
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0

755

622

311

0

765

642

321

==  

Propiedad 9: Sea una matriz cuadrada donde  los elementos de una fila (columna) son 

combinación lineal de las restantes filas (columnas) entonces su determinante es cero: 

det(F1, F2,…, λλλλ1·F1+λλλλ2·F2+…+λλλλi-1·Fi-1+λλλλi+1·Fi+1+…+λλλλn·Fn, …, Fn)=0 
          

           Fila i  

      det(C1, C2,…, λλλλ1·C1+λλλλ2·C2+…+λλλλi-1·Ci-1+λλλλi+1·Ci+1+…+λλλλn·Cn, …, Cn)=0 
          

     Columna i  

Ejemplos: 

   det(F1,2F3+3F1-F4,F3,F4)=det(F1,2F3,F3,F4)+ det(F1,3F1,F3,F4)+ det(F1,-F4,F3,F4)=0 

   det(C1,2C4+3C1-C3,C3,C4)=det(C1,2C4,C3,C4)+det(C1,3C1,C3,C4)+det(C1,-C3,C3,C4)=0 

    0

987

654

321

21 2

=

+− FF

 

Propiedad 10: si en una matriz su determinante es cero, entonces una fila (columna) es 

combinación lineal del resto de filas (columnas). 

det(A)=0 ���� Fi = λλλλ1·F1+λλλλ2·F2+…+λλλλi-1·Fi-1+λλλλi+1·Fi+1+…+λλλλn·Fn 

            Ci=λλλλ1·C1+λλλλ2·C2+…+λλλλi-1·Ci-1+λλλλi+1·Ci+1+…+λλλλn·Cn 

Conclusión: de la propiedad 9 y 10  |A|=0 � una fila (columna) es combinación 

lineal del resto  

Propiedad 11: El determinante de la matriz A
-1
 es 1/|A| 

det(A-1)=
)det(

1

A
 

Se puede demostrar fácilmente a partir de la propiedad 5: 

A·A
-1
=Id � det(A·A

-1
)=det(A)·det(A

-1
)=det(Id)=1 � det(A

-1
)=

)det(

1

A
 

Propiedad 12: Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinación 

lineal de otras filas (columnas), su determinante no varía. 

det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)=det(F1,F2,…,λλλλ1·F1+λλλλ2·F2+…+λλλλi-1·Fi-1+Fi+   
+λλλλi+1·Fi+1+…+λλλλn·Fn, …, Fn)   
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PPPPPPPPRRRRRRRROOOOOOOOPPPPPPPPIIIIIIIIEEEEEEEEDDDDDDDDAAAAAAAADDDDDDDDEEEEEEEESSSSSSSS        DDDDDDDDEEEEEEEE        LLLLLLLLOOOOOOOOSSSSSSSS        DDDDDDDDEEEEEEEETTTTTTTTEEEEEEEERRRRRRRRMMMMMMMMIIIIIIIINNNNNNNNAAAAAAAANNNNNNNNTTTTTTTTEEEEEEEESSSSSSSS        

 

P1:     det(A)=det(A
t
) 

P2 :    det(F1,F2,…,kFi,…,Fn)= k·det(F1,F2,…,Fi,…,Fn) 

          det(C1,C2,…,kCi,…,Cn)= k·det(C1,C2,…,Ci,…,Cn) 

P3 :     det(k·A)=k
n
·det(A)   con A∈Mnxn 

P4 :      det(F1,F2,…,Fi+Fi’,…,Fn)= det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)+ det(F1,F2,…,Fi’,…,Fn) 

det(C1,C2,…,Ci+Ci’,…,Cn)= det(C1,C2,…,Ci,…,Cn)+ det(C1,C2,…,Ci’,…,Cn) 

P5 : det(A·B)=det(A)·det(B) 

P6: det(F1,F2,…,Fi, …, Fj,…,Fn)= -det(F1,F2,…,Fj,…, Fi,…,Fn) 

P7: det(F1, F2,…, 0, …, Fn)=0 

 det(C1, C2,…, 0, …, Cn)=0 

P8: det(F1,…, Fi,…,k·Fi,…,Fn)=0 

 det(C1,…, Ci,…,k·Ci,…,Cn)=0 

P9 : det(F1, F2,…, λ1·F1+λ2·F2+…+λi-1·Fi-1+λi+1·Fi+1+…+λn·Fn, …, Fn)=0 

          

                   Fila i  

det(C1, C2,…, λ1·C1+λ2·C2+…+λi-1·Ci-1+λi+1·Ci+1+…+λn·Cn, …, Cn)=0 
          

              Columna i  

P10: det(A)=0 � Fi = λ1·F1+λ2·F2+…+λi-1·Fi-1+λi+1·Fi+1+…+λn·Fn 

           Ci=λ1·C1+λ2·C2+…+λi-1·Ci-1+λi+1·Ci+1+…+λn·Cn   

P11 :  det(A
-1
)=1/det(A) 

P12:  det(F1,F2,…,Fi,…,Fn)=det(F1,F2,…,λ1·F1+λ2·F2+…+λi-1·Fi-1+Fi+        

+λi+1·Fi+1+…+λn·Fn, …, Fn)   
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Ejercicios 

Ejercicio 2. Calcula el determinante de las siguientes matrices: 

a) 
















−−

−

=

521

520

431

A  � |A|=43 

b) B=
















−

−−

019

476

312

 � |B|=-127 

c) C =














 −

00

10

0

2a

a

aa

 � |C|=-a
3 

d) D=



















−

−

7856.06.0

013.51.2

0037

0001

 � |D|=1·3·1·(-7)=-21 (triangular) 

Ejercicio 3: Calcular el valor de los siguientes determinantes a partir de conocer el 

determinante de A: 

A=



















−

−−

−

7800

1062

1137

58101

  � det(A)=|A| =228 

a) B=



















−

−−

−

7800

1064

11314

58102

  � det(B)= 456|·|2

7800·2

1062·2

113)7·(2

58101·2

==

−

−−

−

A  

b) C=



















−

−−

−−−

7800

1062

1137

1524303

 � |C|= 684||3

7800

1062

1137

)5·(38·310·31·3

−=−=

−

−−

−−−−−

A  

c) D=



















−

−−

−

141600

1062

1137

2540505

 � |D|= 2280|·|2·5

)7·(28·200

1062

1137

)5·(58·510·51·5

==

−

−−

−

A  
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d) E=



















−

−−

−

212400

30186

33921

1524303

 � |E|=|3·A|=3
4
·|A|=18468 

Ejercicio 4. Sea A=(F1, F2, F3, F4), cuyo determinante es det(A)=|A|=-3, calcular el 

valor del determinantes de las siguientes matrices: 

a) B=(2F1, F2, F3, F4) � det(B)=2·det(F1, F2, F3, F4)=2·|A|=-6 
b) C=( -F1, F2, F3, 4F4) � det(C)=-det( F1, F2, F3,4F4)=-4· det( F1, F2, F3,F4) =-

4|A|=12 
c) D=5·A � |D|=5

4
|A| 

d) E= (2F1, 3F2,-2 F3, 5F4) � det(E)=2·det(F1, 3F2,-2 F3, 5F4)= 
=2·3·det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=2·3·(-2)· det(F1, F2, F3, 5F4)=  
=2·3·(-2)·5det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=-60·|A|=180 

 

Ejercicio 5. Resolver los siguientes determinantes  

a)  

00)·(

11

11

11

)·(

1

1

1

1

1

1

8212

32

=++=++=

++

++

++

=

+

+

+

+

cba

c

b

a

cba

cbac

bacb

acba

bac

acb

cba

PP

FF

P

43421

 

b) 

00)··(

11

11

11

)··(

1

1

1

·

1

1

1

·
82122

32

=++=++=

++

++

++

=

+

+

+

=

+

+

+

+

dcba

d

c

b

dcba

ddcb

ccdb

bbdc

a

dcb

cdb

bdc

a

dcba

cdba

bdca

PP

FF

PP

43421

c) 

00·
1

2

2

2
11

8
2

2

2

2

2

2

2

====
abc

cabab

bacac

abcbc

abc
cab

bac

abc

abc
cab

bac

abc

P

c
abc

b
abc

a
abc

P

c

b

a
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Ejercicio 6 Demostrar 

a) Si A
2
=A entonces |A|=1 o |A|=1  

Si se cumple que A
2
=A entonces sus determinantes son iguales: |A

2
|=|A|. Por la 

propiedad 5 �|A
2
|=|A·A|=|A|·|A|=|A|

2
 � |A|

2
=|A|, |A|

2
-|A|=0� |A|=0 y |A|=1 

b)  Si A·A
t
=Id entonces |A|=1 o |A|=1 

Si se cumple que A·A
t
=Id entonces sus determinantes son iguales: |A·A

t
|=|Id|. Por la 

propiedades 1 y 5 de los determinantes: |A·A
t
|=|A|·|A

t
|=|A|·|A|=|A|

2
 �|A|

2
=|Id|�|A|

2
=1 

� |A|=1, |A|=-1 

Ejercicio 7. Encuentra una respuesta razonada a las siguientes cuestiones: 

a) En un determinante realizamos una cierta permutación de filas o columnas ¿qué 

podemos decir del nuevo determinante?  

Si en un determinante el número de permutaciones es par, entonces el determinante no 

cambia de valor. Si el número de permutaciones es impar, entonces el determinante 

cambia de signo. 

b)  Se sabe que det(A)=5 y A∈M2 ¿cuánto vale det(3A)? 

Por la propiedad 3 como A∈M2x2(R) entonces |3·A|=3
2
|A|=45 

c) Si A y B son inversas, y |A|=3. ¿cuánto vale |B|?  

Si B=A
-1
 por la propiedad 11 � |B|=1/|A|=1/3 

 

Ejercicio 8. Se sabe que |A|=�� � �3 0 21 1 1� 	 5
 

. Calcular 

a) 5||

111

203·
2

1
·2

111

10·2

111

10

222

2
3

2
3 ==== A

cbacbacba

 

b) 

5||

111

2030

111

203203

111

2030

111

203

111

333

111

23333

8

84

==+=+=

=

+++

+=

+++

+

+++

=

+++

++

A

cbacba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

cba

P

PP
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EXÁMENES DE PAU, RELATIVOS PROPIEDEDES DETERMINANTES 

Junio 2004. Prueba A 

C-3.- Se tiene una matriz M cuadrada de orden 3 cuyas columnas son respectivamente 

C1 , C2 y C3  y cuyo determinante vale 2. Se considera la matriz A cuyas columnas son    

(- C2 , C3 + C2 , 3C1). Calcúlese razonadamente el determinante  de A
-1
 en caso de que 

exista esa matriz 

M=(C1,C2,C3)      |M|=2 

A=(-C2,C3+C2,3C1)  

det(-C2,C3+C2,3C1)= det(-C2,C3,3C1)+ det(-C2,C2,3C1)= -3det(C2,C3,C1)+0= 

=3det(C1,C3,C2)= -3det(C1,C2,C3)=-6 

|A
-1
|=-1/6 

Septiembre 2004. Prueba A 

C-1.- Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyo determinante vale 3, y sea la matriz  

B=√3� . Calcúlese el determinante de la matriz B. 

A∈M4x4(R) 

B= A4 3  � |B|= ( ) 9|·|3||3
4

4 == AA  

Junio 2005 Prueba A 

C-1.- Sea A una matriz 2x2 de columnas C1, C2 y determinante 4. Sea B otra matriz 2x2 

de determinante 2. Si C es la matriz de columnas C1+C2 y 3C2, calcúlese el 

determinante de la matriz B·C
-1
. 

A=(C1,C2) |A|=4 

B:  |B|=2 

C=(C1+C2,3C2) 

det(C)=det(C1+C2,3C2)=det(C1,3C2)+det(C2,3C2)=3·det(C1,C2)+0=3·|A|=12 

det(B·C
-1
)=det((B)·det(C

-1
)=|B|/|C|=2/12=1/6 

Septiembre 2005. Prueba A 

C-1.- Sea la matriz A=�� �0 ��. Calcúlese el determinante de A sabiendo que A
2
-

2A+Id=0, donde Id es la matriz identidad y 0 es la matriz nula.          

A
2
= 









 +
2

2

0 c

babca

 

� A
2
-2·A+Id= 








=











+−

−++−

00

00

120

212
2

2

cc

bbabcaa
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=+−

=−+

=+−

012)3(

02)2(

012)1(

2

2

cc

bbabc

aa

� de (1) a=1 y de (3) c=1, sustituyendo en (2) b+b-2b=0 � 

cierto ∀ b � 







=

10

1 b
A  � |A|=1 

Septiembre 2008  Prueba A 

C-1.- Sea A una matriz 3x3 de columnas  C1 , C2 , C3 (en ese orden). Sea B la matriz 

de columnas C1+C2, 2· C1+ 3·C3, C2 (en ese orden). Calcular el determinante de B en 

función del de A . 

|B|=det(C1+C2, 2· C1+ 3·C3, C2)=det(C1, 2· C1+ 3·C3, C2)+det(C2, 2· C1+ 3·C3, C2)= 

2·det(C1,C1,C2)+3·det(C1,C3,C2)+2·det(C2,C1,C2)+3·det(C2,C3,C2)=0+3·det(C1,C3,C2)+0

+0=-(-1)
2
·3det(C1,C2,C3)=3·|A| 

6. Métodos de cálculo del determinante. Determinante de orden 4. 

Si queremos calcular el valor del determinante de una matriz A∈M4x4(R) por la 

definición tenemos 4!=24 productos y casi seguro que nos equivocaremos. Tendremos 

que buscar algún otro método para calcular su valor. Para eso podemos aplicar las 

propiedades vistas en el apartado anterior. 

6.1 Por adjuntos  

Para calcular el determinante de una matriz un método es el de los adjuntos. El método 

consiste en tomar una fila (o columna), y multiplicar cada elemento de la fila (columna) 

por su adjunto, que es determinante que se obtiene eliminando la fila y columna de 

dicho coeficiente, multiplicado por -1 si es un elemento impar (fila+columna=nº impar) 

Para ver como calcularlo veámoslo con un ejemplo, que desarrollaremos por la primera 

columna y la segunda fila:  

021

221

130

)1(3

416

221

130

)4(

416

021

130

)1·(0

416

021

221

·1

4163

0214

2210

1301

−

−

−

−+

−−

−

−

−+

−−

−

−

−+

−−

−

−

=

−−

−−

−

−

=1·(-22)-4·37-4·37-3·(-6)= -152 
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163

214

301

2

463

014

101

)1)(2(

413

024

131

1

416

021

130

)·1(0

4163

0214

2210

1301

−

−−+

−

−−

−

−−+

−−

−

−

+

−−

−

−

−=

−−

−−

−

−

=-54+2·25+2·(-74)= -152 

6.2 Haciendo ceros una fila o columna  

Podemos utilizar la propiedad 12 y hacer que en una fila o una columna todos los 

elementos menos uno (pivote) sean nulos. Desarrollando los determinantes por adjuntos 

sólo contribuye el del pivote, ya que el resto quedan multiplicados por 0. 

Para matizar esté método veamos un ejemplo, calculando el determinante de la misma 

matriz del ejemplo del apartado 6.1. Vamos a utilizar como pivote el elemento a11, ya 

que vale la unidad (que simplifica los cálculos) y haremos cero todos los demás 

elementos de la primera columna. 

 

152
2574

212
)1)(1(

625740

4141

2120

106

4141

221

·1

3

4

11060

41410

2210

1301

4163

0214

2210

1301

23

2

21

14

13

2

1

−=
−

−
−−=

+

+

−

−−

−

=

−−

−−

−

=

−

+

−−

−−

−

−

=

−−

−−

−

−

FF

F

FF

FF

FF

F

F

Ejercicio 9: calcular |A| por alguno de los dos métodos anteriores 



















−−

−

−−−

−−−

=

3461

2231

5232

2352

A  

Calculándolo � |A|=-4 

6.3. Determinante de Vandermonde  

Se llama matriz de Vandermonde a toda matriz de la siguiente forma  

A=





















−−− 11

2

1

1

21

...

............

...

1...11

n

n

nn

n

xxx

xxx
 

Para este tipo de matrices se cumple |A|=(xn-x1)·(xn-x2)…(xn-xn-1)·…·(x2-x1) 

Ejemplo: 

        

















=
222

111

zyx

zyxA  �    |A|=(z-x)·(z-y)·(y-x) 
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Ejercicio 10: Calcular los siguientes determinantes 

a) 295

715

7101

241315

·1

7150

71010

2413150

5231

2321

3652

1305

5231

−=−−

−−

=
−−

−−

−

=

−

−

 

b) =

−−−−

−−−

−−

−

x

x

x

x

1111

1111

1111

1111

11111

4)1(

1000

2100

2210

2221

·1

10000

21000

22100

22210

11111

+=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

x

x

x

x

x

x

x

x

x
 

c) 

cxb

cbx

cb

cbax

cxbcxba

cbxcbxa

cbcbax

cxba

cbxa

cbax

P

FFF

P

+

++++=

++++

++++

+++

=

+

+

+

++

1

1

1

)(
212

321

43421

 

=
2)·(

0

0
)·(

00

00

1

)·( xcbax
x

x
cbax

x

x

cb

cbax +++=+++=+++  

 

d) 3

222

·2)2)·(3)·(23(

94

32

111

aaaaaaa

aaa

aaa
eVandermond

=−−−=   

 

 e) 

x

x

x

xxx

x

xx

xx

xx

xxx

x

xxx

xxx

xxx

xxxx

xxx

xxx

xxx

xxx

P

−

−

−
+=+=

+

+

+

+

=

3000

0300

0030

1

)·33(

31

31

31

1

)·33(

333

333

333

33

3

3

3

3

12
 

 =(3+3x)(3-x)
3 
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7. Cálculo de la Matriz Inversa 

Mediante la definición de determinante y la matriz adjunta se puede calcular de forma 

sencilla la matriz inversa, en especial la inversa de la matrices 3x3. 

Proposición: Una matriz se dice regular, es decir, tiene inversa si su determinante no 

es cero. En caso contrario la matriz es singular: 

|A|≠0 � regular ∃ A
-1 

|A|=0 � singular ∃/  A-1 

Para calcular de la matriz inversa, usaremos A=
















−

−

412

301

101

 como ejemplo: 

1) Calculamos el determinante � |A|=4 

2) Trasponemos A � A
t
=

















−

−

431

100

211

 

3) Adjunta de la transpuesta: (At
)
ad
=

























−

−
−

−

−

−
−

−
−

−
−

−

00

11

10

21

10

21

31

11

41

21

43

21

31

00

41

10

43

10

= 

=
















−

−

011

4210

013

 

4) Matriz inversa es ( )
















−

−

==−

011

4210

013

4

1
)(

||

11 adt
A

A
A  

Veamos un ejemplo de una matriz 2x2 � A= 








20

41
 

1) |A|=2 

2) 







=

24

01
tA  

3) ( ) 








−

−
=

10

42adtA  

4) 






 −
=−

10

42

2

11A  
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Ejercicio 11. Calcular la inversa de las siguientes matrices 

 

a) 








−−

−−
=→









−

−
= −

13

24

2

1

43

21
1AA  

 

b) 








−

−−
=→









−

−
= −

01

32

3

1

21

30
1AA  

 

d) 
















−

−−=→
















−−

−

= −

21525

202010

62010

·
130

1

055

214

412
1AA  

 

e) 
















−

−

−

=→
















= −

121

110

021

101

111

221
1AA  

 

 

Ejercicio 12. Calcular la x que hace singular la matriz 

 

a) 012162

1110

312

3
2 =−+=

+

−

−

xx

x

xx

 � x
2
+8x-6=0 � x1=-4+ 22 , x2=-4- 22  

 

b) 07369

41

9634

3122

410

96340

31220

301

410

0643

3122

301

2 =++−=

−

−−

−−−

=

−

−−

−−−
=

−

−
xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 

3

74

3

1
1 +=x ,  

3

74

3

1
2 −=x  
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EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS MATRIZ INVERSA 

 

Septiembre de 2005. Prueba B  

C-2.- Sea A=�1 22 3�. Determínense los valores de m para los cuales A+mId no es 

invertible (donde Id denota la matriz identidad). 

B=A+m·Id= 








+

+

m

m

32

21
 0||1 ≠↔∃ − Bb  � |B|=m

2
+4m-1=0 � m=-2 5±  

∀m∈R-{-2+ 5 ,-2- 5 } matriz regular y por tanto existe B
-1 

 

Septiembre de 2006. Prueba B  

C-2. Dada la matriz �1 2 �2 � � 1 03 4 5�determinar los valores de a para que exista matriz 

inversa 

0||

543

012

21
1 ≠↔∃

















+= − PPa

a

P  � |P|=-3a
2
+10a-15=0 � No solución, luego  

∀a∈R existe la matriz inversa de A. 

 

Junio 2007 PruebaA  

C-1. Hallar para qué valores de a es inversible la matriz �� 4 � 3�1 � � y calcular la 
inversa para a=0 

La matriz será inversible si |A|≠0. Calculemos para qué valores de a se cumple esta 

premisa: 

|A|=a
2
-3a-4=0 � a=4, a=-1. Luego ∀a∈R-{-1,4} la matriz tiene inversa.  

En concreto para a=0 es inversible �  	 �� �� �� 
|A|=-4;    � 	 �� �� ��;   ����� 	 � � ���� � �;   �� 	 �

� �� �� �� 
 

 

 

 



Unidad 9.Determinantes 

 

206                     Apuntes de Matemáticas II (2ºBachillerato) para preparar el examen de la PAU (LOE) 

 

8. Rango de una Matriz 

Definición: Menor de orden k de una matriz A∈Mmxn(R) es toda submatriz con k filas 

y k columnas pertenecientes a la matriz A 

Ejemplo:  























=

20191817

16151413

1211109

8765

4321

A  

Menor de orden 4 � 



















20191817

16151413

1211109

4321

 

Menor de orden 3 � 
















191817

765

321

, 
















201917

161513

431

… 

Menor de orden 2� 
















2018

1614
,

1413

21
, … 

Menor de orden 1 �(6), (20),… 

 

Definición de rango de una matriz A∈Mmxn(R) es el orden del mayor menor con 

determinante no nulo de la matriz A.  

Cómo obtener el rango de una matriz: 

1) Calculamos todos los menor de mayor dimensión (k=min(m,n)) de la matriz A. 

1.a. Si algún menor es distinto de cero � rang(A)=k  

1.b. Si todos los menores son iguales a cero � rang(A)<k 

            2 ) Calculamos los menores de dimensión k-1. 

 2.a Si algún menor es distinto de cero � rang(A)=k-1  

 2.b Si todos los menores son nulos �rang(A)<k-1 

 (…) 

Esto termina cuando algún menor es distinto de cero, siendo los calculados antes de 

mayor dimensión de cero. 
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Ejemplo: Calcular el rango de A=
















−−− 1963

9642

4321

 

1. Calculamos los menores de orden 3=min(3,4): 

0

196

964

432

163

942

421

193

962

431

963

642

321

=

−−

=

−−

=

−−

=

−−−

� rang(A)<3 

2. Calcularemos los menores de orden 2 

0
92

41
≠  � rang(A)=2 

EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS AL RANGO 

Septiembre de 2005. Prueba A.  

C-2.- Discútase, según el valor de a, el rango de la matriz A=�1 2 12 1 30 1 �� 

















=

a

A

10

312

121

  |A|= 13

10

312

121

−−= a

a

 

Si a≠-1/3 � |A|≠0 y rang(A)=3 

Si a=1/3 � |A|=0, como 03
12

21
≠−=  rang(A)=2 

Septiembre de 2007. Prueba B 

C-1.- Discutir, en función del número real m, el rango de la 

matriz  	 � 2 1 !1 � ! 2 3�2 �1 2 � 

















−−

+=

212

321

12

m

m

A  

|A|=8-m-m
2
-6+4m+6-2-2m=-m

2
+m+6=0  � x=3, x=-2 

Si x∈R-{-2,3} � |A|≠0 y rang(A)=3 

Veamos el rango si x=3 � 
















−−

=

212

324

312

A . Como 07
21

32
≠=

−
� rang(A)=2 
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Veamos el rango si x=-2 �
















−−

−

−

=

212

321

212

A  Como 05
21

12
≠=

−
� rang(A)=2 

Conclusión:  si x=3 o x=-2 el rang(A)=2 y si x∈R-{-2,3} el rang(A)=3. 

 

Junio de 2008. Prueba B 

C-2. Calcular el rango de 



















−

−

−−−

−−

=

1423

6042

3311

5131

A  

0

1477

422

844

·1

14770

4220

8440

5131

3

2

1423

6042

3311

5131

14

13

12

1

=

−

−

−−

=

−

−

−−

−−

−

−

+
=

−

−

−−−

−−

=

FF

FF

FF

F

A  

Como |A|=0 � rang(A)<4. Veamos uno de los menores de orden 3: 

04122184

042

311

131

≠−=+−−=−−

−

 

Luego rang(A)=3 

 


