Unidad 9.Determinantes

TEMA 9. DETERMINANTES.

. Conceptos previos, permutaciones

. Definicion general de determinantes

3. Determinante de matrices de orden 2 y orden 3.
3.1.Determinante matrices cuadradas de orden 2
3.2.Determinante matrices cuadradas de orden 3

4. Determinante de algunas matrices especiales

Propiedades de los determinantes

6. Otros métodos de calcular los determinantes. Determinante de matriz de
orden 4
6.1.Por adjuntos
6.2.Haciendo cero una fila o una columna
6.3.Determinante de Vandermonde

7. Calculo de la matriz inversa.

8. Rango de una matriz
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Unidad 9.Determinantes

Contexto con la P.A.U.

El calculo de determinantes es muy importante, ya que se utilizara en el tema siguiente
en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, problema que generalmente sale en
una de las opciones del examen de P.A.U.

Ademas de la importancia relativa a su utilizacidon en los problemas del siguiente tema,
también es frecuente que en los exdmenes de selectividad haya cuestiones relacionadas
directamente con esta unidad, tales como:

e (Calculo de determinantes aplicando propiedades.
e (Calculo de determinantes 4x4
e (alculo de inversas

e Determinar si una matriz inversible
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Unidad 9.Determinantes

1. Conceptos previos. Permutaciones

Antes de estudiar el determinante veamos primero lo que significa la permutacion, que
nos va a servir para luego definir el determinante.

Definicion: dado n elementos diferentes, permutaciones son las distintas posibles
ordenaciones de estos elementos. El conjunto de todas la permutaciones se denota como
Sy y el numero total de permutaciones es de n!=n-(n-1)-(n-2)-...-1

Ejemplos: El conjunto de permutaciones de tres elementos, S3, vienen definidas por las
siguientes 3!=6 permutaciones:

C123=1d, 0132, 0231, 0213, 0312, 0321

Definicion: el indice de una permutacion es el minimo niimero de modificaciones que
debemos realizar a sus elementos para llegar a la permutacion identidad, donde todos
los elementos estan ordenados de menor a mayor (ejemplo Gj23=id en Ss3). Se denota
como 1(6) donde G es la permutacion

Ejemplos:
C123 2 1(0123)=0
G132 21(6132)=1 permutando el 3 y el 2 obtenemos la permutacion identidad

0312 21(0312)=2 permutando el 3 y el 2, y luego el 2 y el 1 obtenemos la
permutacion identidad

2. Definicion general de determinante

Definicion: Sea A=a;j una matriz cuadrada de orden n (A€ M;(R)) definimos como
determinante de A y se denota como |A| o det(A) al siguiente nimero real:

a,, .. a

n

det(4d)=[A|=|... ... ..|= Z(—l)i(">ala(l)...ang<n> (la suma tiene n! términos)

o€Ss,
a

nl nn

3. Determinante de Matrices de orden 2y 3

En este apartado vamos a ver a partir de la definicién del apartado anterior el valor del
determinante de las matrices 2x2 y 3x3

3.1 Determinante de matrices cuadras de orden 2.

. . , . a a
Sea la matriz Ae My, definida de forma genérica como 4 :( 712 “calculemos el
ay dp

determinante a partir de la definicion:

det(A) = A|=|"1 2

= Z(_l)i(a)a1a(1)'aza(2) = (_l)l(alz)an'azz + (_1)1(021)‘112 Ay = Ay —Appdy;

21 x| oes,
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Unidad 9.Determinantes

Ejemplos:

301 301
A:(9 _J9|A|=‘9 _1‘=3-(—1)—(1-9)=—12

1 2 1 2
B= 2 |B|= =14-32)=-2
3 4 3 4
3.2. Determinante de matrices cuadradas de orden 3.

De la misma forma que en el apartado anterior veamos como calcular el determinante de
las matrices cuadradas de orden 3. En este caso el nimero de sumas sera 3!=6. Veremos
una regla nemotécnica, regla de Sarros, para recordar como calcularlo.

a; dp  dp

Sea AeMj3,3(R) definido de forma genérica como A=|a, a, a, |. Antes de

aplicar la definicion de determinante veamos las permutaciones y sus indices:
G123 = 1(0123)=0 par
O132 9i(6132):1 impar
0231 9i(6231):2 par
0213 21(6213)=1 impar
G312 21(0312)=2 par
01321 9i(6321):1 par
De esta forma:
ay, 4, da;
|Al=|ay  ayn  ay|=D"ayay ag + (=)' ayaya, + (1) ay, a0, +
a3 4y ds
+(=1)' Apyayds + (_1)2‘113 Ay ds + D' ay3aydy =

=(a),° Ay A3y + A1y A3 + Q137003 ) = (@)Ay3 703y + A1y, Ay; + Q13705 °A3))

Regla de Sarrus :
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Unidad 9.Determinantes

Ejemplos:
1 2 3
4 5 6=(159+483+2:67)— (357 +861+429) = (45+84+96)— (105+48+72) =0
7 8 9
1 2
1 -1 3=[LED)4+12)0+23 ()] -[0(1) (4) +124+(2) 31| =(-4+0-24)—(0+8—6) =30
—4 -2

Ejercicio 1. Calcular los siguientes determinantes

a - 5‘ ) 5
a) =a —(-25)=a" +25
5 a
b) -3 =15-(-8) =23
2 -5 -
ol T sy —(a—tyat) = 1—a® —(@® = 1) = 2(1—a?)
a+l1 1
1 10
A1 0 1|=[101+11:0+110]-[0-0:0 + 111+ I'11] = -2
01 1
1 -2 3
|0 3 4=[135+013+(-2)4(-4)]-[(-4)33+141+0(-2)5]=79
-4 1 5
m 1 3
DL =1 =1 =[mE)m+1(3)3+1(=1)5| - [3 ()5 +(3) (1) m+11m| =—m* —4m+1
5 -3 m

4. Determinante de algunas matrices especiales

En este apartado calcularemos de forma sencilla el valor de los determinantes de
algunas matrices cuadradas especiales.

1. Determinante de la matriz nula

La matriz cuadrada nula es aquella en la que todos los coeficientes son cero, se denota
como 0.

A=0 2> a;=0 Vije {1,2,...n} D |0 = D (-1)"a,,..a

oes,

0

no(n) =
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2. Determinante de la matriz identidad

Recordemos que la matriz identidad es aquella donde todos los elementos fuera de la
diagonal son nulos y los de la diagonal vale 1.

1 0 .. 0

0 1 .
Id =

0 .. .. 0

0 0 .. 1

Es facil comprobar que el valor del determinante identidad es la unidad, veamoslo a
partir de la definicién de determinante:

[1d] = > ()" a0y = (D)@ ay, . a, +0=11.1=1
oes,
3. Determinante de la matriz diagonal

Matrices diagonales son aquellas donde los elementos fuera de la diagonal son nulos,
pudiendo valer cualquier valor los elementos de la misma.

a, 0 .. 0
Do 0 a, .. 0
0 0 .. a

nn

Es facil de ver que el valor del determinante de la matriz diagonal es igual al producto
de los elementos de la diagonal. Es facil demostrarlo a partir de la definiciéon de
determinante.

_ i(0) .o — 0 . .o — . .o
|D| = Z(—l)’ o Uiy g = (D" ayayca,, +0=ay-ay..ca,

oes,

4. Determinante de la matriz triangular

Recordemos la definicion de matriz triangular superior e inferior:

a, 4ap a, a, 0 0
0 a a a a 0
2 2 21 2
Tq = " Tl =
0
0 0 ann anl an2 ann

El valor del determinante de las matrices triangulares, tanto superior como inferior, es
igual al producto de los elementos de la diagonal. La demostracion es mas complicada
que las anteriores.

|TS|2311‘322'...‘ann |Ti|=an‘a22-...‘ann
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5. Propiedades de los determinantes

En este apartado veremos las propiedades mas importantes de los determinantes, a partir
de las cuales sera fécil calcular el valor de los determinantes de algunas matrices. Para
este apartado usaremos la siguiente notacion:

AeM;xn(R) =2 formado por n filas A=(Fy,...,F,) con F; fila i-ésima

—> formado por n columnas A=(C;,...,C,) con C; la columna i-ésima.

Ejemplo:
1 2 3 1 2 3
A=14 5 6| A=(F,F.,F3); A=(C,,C;,C3)donde F, =4 |, F,=|5]|, F;,=|6
7 8 9 7 8 9
yCi1=(123),C=(456)y Cs=(789)

Propiedad 1: el determinante de una matriz es igual al determinante de de la matriz
transpuesta:

det(A)=det(A")

Importante: a partir de esta propiedad todas las propiedades de los determinantes que
relacionen columnas seran ciertas también para las filas y al revés.

Propiedad 2: si los elementos de una fila (o columna) de una matriz se le multiplican
por un nuimero el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por dicho
nimero:

det(Fl,Fz,. . .,kFi,. . .,Fn)= k‘det(Fl,Fz,. . .,Fi,. . .,Fn)
det(Cy,Ca,...,CFi,...,Cu)= kedet(C1,Cay...;Ciye..,Cn)

Ejemplo:

1 -3 5

A=2 3
0 1 1
1 -3 10

B=|2 3 12| BF2'A|
0 1 2
1 -3 5

C=|-2 -3 -6 2[C=11A]
0o 1 1
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Propiedad 3: Si a una matriz A€ M;,(R) la multiplicamos por un nimero k (B=k-A), el
determinante de la nueva matriz, B, es k" veces el determinante de A:

det(k-A)=k"-det(A)

Demostracion: a partir de la propiedad 2 es facil de ver esta propiedad:

det(k-A)=det(k-C, k-Cs,... k-Cy)=k-det(C1.K-Car... kCoy=  Kdet(Cy,Can... k-Co)=...=
=kn‘det(C 1,Co,...,Ch)

Ejemplo:
1 -3 5 2 -6 10
A=|2 3 6| B=24=|4 6 12| > |BF2’A|
0 1 1 0 2 2

Propiedad 4: Si los elementos de la columna i-esima (o una fila) de una matriz
cuadrada se puede descomponer como suma de columnas (o filas), su determinante sera
igual a la suma de los determinantes de las matrices que tienen las demas columnas
(filas) iguales y la i-ésima de cada uno de ellas una de las columnas de la suma

det(Fi, Fa,... . FitFy,...,Fn)= det(Fi,Fa,....Fi,....Fy)+ det(F, Fa,.. . . Fi’,.. . ,Fy)
det(Cl,Cz,. . .,Ci+Ci’,. . .,Cn)= det(Cl,Cz,. . .,Ci,. . .,Cn)+ det(Cl,Cz,. . .,Ci’,. ooy Cn)

Ejemplos:

I 5+2 3| (I 5 3] {1 2 3

4 0+7 —-1=4 0 -1+4 7 —-1=-61+73=12
0 3+46 5| 0 3 5/ [0 6 5

1+0 5+2 241 I 5 2 [0 2 1
4 7 -1|=4 7 -1+4 7 -1=16-4=12
0 9 5 09 5110 9 5

det(C;,Cg-ing ’,C3): del(C1,C2,C3)+ det(C;,Cg ’,C3)

Propiedad 5: El determinante del producto de matrices cuadradas es igual al producto
de los determinantes de ambas matrices.

det(A-B)=det(A)-det(B)

Ejemplo:
1 2)(3 1)y (1 11
0 2){-1 5) (=2 10
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1 11
=216=32
-2 10

%‘
3 1
-1 5

‘=16

Propiedad 6: Si una matriz permuta dos columnas (filas), su determinante cambia de
signo.

det(Fl,Fz,...,Fi, coey Fj,...,Fn)= -det(Fl,Fz,...,Fj,..., Fi,...,Fn)
det(Cl,Cz,...,Ci, ceey Ci,...,Cn)= -det(CI,Cz,...,Ci,..., Ci,...,Cn)

Ejemplos:

1 3 4 3 1 4 4 3 1 1 4 3 4 1 3 |3 4 1
0 1 0o=—-41 0 0=—-0 1 O0|=—0 0 I|=/0 0 1j=/1 0 O
-1 2 0 2 -1 0 0 2 -1 -10 2 [0 -1 20 2 0 -1

Propiedad 7: Si una matriz tiene una fila o una columna formada por ceros su
determinante es cero.

det(Fl, Fz,..., 0, coey Fn)=0
det(Cy, Go...., 0, ..., Cp)=0

Ejemplo:
1 2 3 4 0
6 7 8 9 0
11 12 13 14 0/=0
15 16 17 18 0
19 20 21 22 0
1 2 3
0 0 0=0
4 56

Propiedad 8: Si en una matriz dos filas o columnas son iguales o proporcionales su
determinante es cero:

det(Fl,. ooy Fi,. . .,k‘Fi,. . .,Fn)=0
det(Cy,..., Ciy...,k-Ci,...,Cn)=0

Ejemplos :

det(F1,F2,F1)=0 ; det(F1,4F3,F3)=0 ; det(C;,C2,C2)=0; det(-2C5,C,,C3)=0
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1 2 3 1 1 3
2 4 6/=0 2 2 6/=0
5 6 7 5 57

Propiedad 9: Sea una matriz cuadrada donde los elementos de una fila (columna) son
combinacion lineal de las restantes filas (columnas) entonces su determinante es cero:

det(Fl, Fz,..., }\,1‘F1+Az‘F2+...+}\4-1‘Fi-1+li+1‘Fi+1+...+}\.n‘Fn, coey Fn)=0
— -
——
Fila i
det(Cy, Cayeeey A*C1HA2 Cot.. A i Cig it 1°Cisr e o . A Cyy <eey Cp)=0
— -
——
Columna i

Ejemplos:

det(F1,2F3+3F-F4,F3,F4)=det(F,2F3,F3,F4)+ det(F,3F; F3,F4)+ det(F;,-F4,F3,F4)=0
det(C1,2C41+3C-C3,C3,Ca)=det(C1,2C4,C3,Cq)+det(Cy,3C1,C3,Cy)+det(Cy,-Cs3,C3,C4)=0
1 2 3
4 5 6 |=0
78 —F+2F,

Propiedad 10: si en una matriz su determinante es cero, entonces una fila (columna) es
combinacion lineal del resto de filas (columnas).

det(A)=0 - F;= 7\.1'F1+7\.2'F2+...+xi_1'Fi_1+}\,i+1'Fi+1+...+7\.H'Fn
Ci=Ai'CitAr Cot. i CictHAis"Cir +e o A Cy

Conclusion: de la propiedad 9 y 10 |A=0 €-> una fila (columna) es combinacién
lineal del resto

Propiedad 11: El determinante de la matriz A es 1//A

1
det(A)

Se puede demostrar facilmente a partir de la propiedad 5:

det(A™)=

A-A"'=Id > det(A-A™)=det(A)-det(A™)=det(Id)=1 > det(A")=
det(A)

Propiedad 12: Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinacion
lineal de otras filas (columnas), su determinante no varia.

det(FlaF29- . -aFi9- . -,Fn)=det(F1,F2,. . -,A«]‘F1+A‘2‘F2+. . .+A‘i—1'Fi-1+Fi+
+Ais1Fisrt.e ..t Fo, ..oy Fp)
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P1:

Pz:

P3:

P4:

P5:

Pﬁ:

P7Z

PS:

P9:

P102

P11 H

P122

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

det(A)=det(AY)

det(F1,Fa,... KFy,... Fo)= k-det(F1,Fa,....Fi,....Fs)
det(C1,Ca,... kCi....Co)= k-det(C1,Ca....Cir....Cn)
det(k-A)=k"-det(A) con A€My,

det(Fy,Fa,... . Fi+Fy,... ,Fy)=det(F,Fa,.. . Fi,...,Fn)+ det(F,Fa,..  Fi,.. . Fy)
det(Cy,Ca.....CHCY ... .Co)= det(C1.Can...Cir.. .Ca) T det(C1.Car....C .. .Co)

det(A-B)=det(A)-det(B)
det(Fy,Fa,...Fi, ..., Fj,...,Fn)= -det(F1,F2,...,Fj,..., Fi,....Fn)

det(Fy, Fa,..., 0, ..., Fy)=0
det(Cy, Ca...., 0, ..., Co)=0

det(Fy,..., Fi,....k'Fj,...,F,)=0
det(Cy,.... Cyn... k-Ci....Ca)=0

det(Fy, Fa,..., AM-Fi+A Fot. . A FiotAisr Fia+. oA A Fo, . F,)=0

— _
Y.
Fila 1
det(Cy, Cy,..., AM-CitA Cot. A Cig i Ci+e . AL C, - Ch=0
— _
—~—
Columna 1

det(A)=0 2> Fi= A Fi+h Pt AA Figt A Fi +. . .4, Fy
Ci=Ai-CiHA Cot. AN Ci i Cipr +. AR Cyy

det(A™)=1/det(A)

det(Fy,Fa,... Fi,...,Fy)=det(F,F,.. SACF A Fot. A Fiog+F+
Air1 Fit. . oA Fo, ..o, Fy)
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Ejercicios

Ejercicio 2. Calcula el determinante de las siguientes matrices:

a) A=

b) B=

¢)C=

d) D=

1 -3 4

0 2 5|>AF43

-1 -2 5
2 -1 -3
6 7 —4|>B=127
9 1 0

a —a 0

0 a 1|>[C=a’

0 a*> 0

1 0 0
-7 300 > [D[=1-3-1+(-7)=-21 (triangular)

=12o1(\-/)— rianguilar

21 53 1 8
06 0.56 8 —7

Ejercicio 3: Calcular el valor de los siguientes determinantes a partir de conocer el
determinante de A:

1 8 -5
_7 1 —
A= > det(A)=|A| =228
2 0
0 8 —7
2 10 8 -5 21 10 8 -5
14 3 1 2(-7) 3 1 -1
a) B= > det(B)= =7 =2 A |=456
4 6 0 22 6 0
0 0 8 —7 20 0 8 -7
—3 -30 -24 15 —31 —-310 —-38 —3(-5)
-7 3 1 -1 -7 3 1 -1
b) C= S CE =-3| A|=—684
2 6 0 1 2 6 0 1
0o 8 -7 o 0 8 -7
5 50 40 -25 51 510 58 5(-5)
-7 3 1 -1 -7 3 1 -1
¢) D= > D= =52 A|=2280
2 6 0 1 2 6 0 1
0 0 16 -14 0 0 28 2(-7)
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3 30 24 -15

21 9 3 -3 A
d) E= > [E|=3-A[=3*|A|=18468
6 18 0 3

0 0 24 -21

Ejercicio 4. Sea A=(F1, F2, F3, F4), cuyo determinante es det(A)=|A|=-3, calcular el
valor del determinantes de las siguientes matrices:

a) B=(2F1, Fz, Fs, F4) > det(B)=2-det(F1, F2, Fs, F4)=2-|A|=-6

b) C=(-F1, F2, Fs, 4F4) > det(C)=-det( F1, F2, F3,4F4)=-4- det( F1, F2, F3,F4) =-
4|A1=12

c) D=5-A > [D|=5"A]
d) E= (2F4, 3F2,-2 F3, 5F4) > det(E)=2-det(F1, 3F2,-2 F3, 5F4)=
=2-3-det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=2-3-(-2)- det(F1, F2, F3, 5F4)=

=2-3+(-2)-5det(F1, F2,-2 F3, 5F4)=-60-|A|=180

Ejercicio 5. Resolver los siguientes determinantes

a)
1 a b+cl [l a b+c+a 1 a 1
1 b c+al=[1 b c+a+b=(a+b+c)l b l=(a+b+c)0=0
P12 P2 P8
l ¢ a+bl [l ¢ a+b+c I ¢ 1
\ﬁf—/
Fy+Fy
b)
a c+d b 1l c+d b 1 c+d+b b 115
a b+d cl=all b+d c|=a|l b+d+c c|l=a(b+c+d)l 1 cl=a(b+c+d)0=0
P2 P12 P2 P8
a b+c d 1 b+c d 1 b+c+d d 11 d
%K_J
Fy+F
¢)
bc ¥ a | bc 24by g | bc 2bc a |
ac ¥ bl=——-Ilac 2y, bl=——>Iac 2ac bl=——0=0
P2 gbc abc P8 gabc
ab ¥ ¢ ab 2y ¢ ab 2ab c
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Ejercicio 6 Demostrar

a) Si A’=A entonces |A|=1 o |A[=1

Si se cumple que A’=A entonces sus determinantes son iguales: |A*=|A|. Por la
propiedad 5 >|A’[=|A-A=|A[|A[=|AF > |AP=[AL |AP-|A[=0-> [A|=0 y |A|=1

b) Si A-A'=Id entonces |A[=1 o |A|=1

Si se cumple que A-A'=Id entonces sus determinantes son iguales: |[A-A'|=[Id|. Por la
propiedades 1 y 5 de los determinantes: |A-A'[=|A||A=|A[AFIAP S |AP=Id|D]A =1
2> |A=L |Al=-1

Ejercicio 7. Encuentra una respuesta razonada a las siguientes cuestiones:

a) En un determinante realizamos una cierta permutacion de filas o columnas ;qué
podemos decir del nuevo determinante?

Si en un determinante el nimero de permutaciones es par, entonces el determinante no
cambia de valor. Si el numero de permutaciones es impar, entonces el determinante
cambia de signo.

b) Se sabe que det(A)=5 y Ae M, ;cuanto vale det(3A)?
Por la propiedad 3 como Ae M,(R) entonces |3-Aj=3%|A[=45

¢) Si A y B son inversas, y |A|=3. ;cuanto vale [B|?

Si B=A"! por la propiedad 11 = [B|=1/|A[=1/3

Ejercicio 8. Se sabe que |A|:g l(; ; = 5. Calcular
1 1 1

2a 2b 2c a b c a b c
a)|¥% 0 1|=21% 0 1:2%-3 0 2/=[A4]=5

1 1 1 1 11 1 1 1
b)

a b c a b c a b c a b c
3a+3 3b 3c+2P:4 3a 3b  3c|+| 3 0 2 ;0+ 3 0 2 |=
a+1l b+1 c+1| |a+1 b+1 c+] |a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1
a b c la b c a b c
=3 0 2[+[3 0 2P:80+3 0 2/=A4]=5

a b c |1 1 1 1 1 1

198 Apuntes de Matemiiticas Il (2°Bachillerato) para preparar el examen de la PAU (LOLE)



Unidad 9.Determinantes

EXAMENES DE PAU, RELATIVOS PROPIEDEDES DETERMINANTES

Junio 2004. Prueba A

C-3.- Se tiene una matriz M cuadrada de orden 3 cuyas columnas son respectivamente
C;,C; y C3 y cuyo determinante vale 2. Se considera la matriz A cuyas columnas son
(- C5, C3 + Cy, 3C)). Calculese razonadamente el determinante de A en caso de que
exista esa matriz

M=(C1,C2,C3)  [M|=2

A=(-C5,C31+C,3C))

det(-C,,C3+C2,3C1)= det(-Ca,C3,3C) )+ det(-Ca,C2,3C )= -3det(C,,C3,C1)+H0=
=3det(C,,C3,Co)= -3det(C1,C,,C3)=-6

A =-1/6

Septiembre 2004. Prueba A

C-1.- Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyo determinante vale 3, y sea la matriz
B=1/3A. Calcillese el determinante de la matriz B.

Ae M4x4(R)

B=434 > BI={3) | 4=3141=9

Junio 2005 Prueba A

C-1.- Sea 4 una matriz 2x2 de columnas C;, C, y determinante 4. Sea B otra matriz 2x2
de determinante 2. Si C es la matriz de columnas C;+C, y 3C,, calctlese el
determinante de la matriz B-C™.

A=(C1,Cy) |A[F4

B: [B|=2

C=(C1+C2,3Cy)
det(C)=det(C+C5,3Cs)=det(C,,3C,)+det(Ca,3C,)=3-det(C,,C,)+0=3"|A|=12
det(B-C™")=det((B)-det(C"")=B|/|C|=2/12=1/6

Septiembre 2005. Prueba A

C-1.- Sea la matriz AZ(g

2A4+1d=0, donde 1d es la matriz identidad y 0 es la matriz nula.

2 2 _ _ 0 0
A2=(a bc+baj9A2-2-A+Id=[a §a+1 bc +ba Zsz( j

?) Calctlese el determinante de A sabiendo que A°-

0 c? c?=2c+1 00
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) a*-2a+1=0
(2Q)bc+ba—-2b=0 ;> de (1) a=1 y de (3) c=1, sustituyendo en (2) b+b-2b=0 -
(3)c>=2c+1=0

1 b
ciertoVb%Az(O lj9|A|=1

Septiembre 2008 Prueba A

C-1.- Sea A una matriz 3x3 de columnas C;, C,, C;s (en ese orden). Sea B la matriz
de columnas C;+C,, 2- Ci+ 3-Cs, C, (en ese orden). Calcular el determinante de B en
funcién del de A .

|B|=det(C1+C2, 2- Ci+ 3-C;, Cy)=det(C, 2 C1+ 3:C3, Cy)+det(Cy, 2- Ci+ 3:C5, Cy)=

2-det(C1,C;,Cp)+3-det(C1,C3,Cr)+2-det(C,,C1,Cr)+3-det(C,,Cs5,C,)=0+3-det(C,,C5,C,)+0
+0=-(-1)*3det(C1,C2,C5)=3"(A|

6. Métodos de calculo del determinante. Determinante de orden 4.

Si queremos calcular el valor del determinante de una matriz Ae Mux4(R) por la
definicion tenemos 4!=24 productos y casi seguro que nos equivocaremos. Tendremos
que buscar algiin otro método para calcular su valor. Para eso podemos aplicar las
propiedades vistas en el apartado anterior.

6.1 Por adjuntos

Para calcular el determinante de una matriz un método es el de los adjuntos. El método
consiste en tomar una fila (o columna), y multiplicar cada elemento de la fila (columna)
por su adjunto, que es determinante que se obtiene eliminando la fila y columna de
dicho coeficiente, multiplicado por -1 si es un elemento impar (fila+columna=n°® impar)

Para ver como calcularlo veamoslo con un ejemplo, que desarrollaremos por la primera
columna y la segunda fila:

1 0 3 -1

0 1 - 1 -2 2 0 3 -1 0 3 -1 0 3 -1

4 -1 32 o =l4-1 2 O0|+0(-D-1 2 O|+(-41 -2 2|+3-D1 -2 2
6 -1 —4 6 -1 -4 6 -1 -4 -1 2 0

3 6 -1 -4

=1-(-22)-4-37-4-37-3-(-6)= -152
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1 0 3 -1
0 3 -1 |1 3 -1 1 0 -1 |1 0o 3

0 1 -2 2

W 1 5 =0(-1)1-1 2 0[+1-4 2 0|+(2)(1)-4 -1 0|+2-4 -1 2
6 -1 — 3 -1 -4 3 6 - 36 -1

36 -1 -

=-54+2-254+2-(-74)=-152
6.2 Haciendo ceros una fila o columna

Podemos utilizar la propiedad 12 y hacer que en una fila 0o una columna todos los
elementos menos uno (pivote) sean nulos. Desarrollando los determinantes por adjuntos
solo contribuye el del pivote, ya que el resto quedan multiplicados por 0.

Para matizar esté método veamos un ejemplo, calculando el determinante de la misma
matriz del ejemplo del apartado 6.1. Vamos a utilizar como pivote el elemento a;;, ya
que vale la unidad (que simplifica los calculos) y haremos cero todos los demas
elementos de la primera columna.

1 0 3 -1 {1 0 3 -1 K
1 -2 2 0 12 -2|F+F,
o 1 -2 2| 0 1 -2 2| F
= =1-1 14 —-4=-1 14 -4| F,
-4 -1 2 0| |0 =1 14 —4|F, +4F
6 -10 - 0 74 =25F, +6F,
3 6 -1 -4 |0 6 =10 -1|F,-3F
= (1) 1)12 T2y
- 74 -25
-2 5 32
L : 232 -5
Ejercicio 9: calcular |A| por alguno de los dos métodos anteriores A=1 3 9 9
-1 6 4 3

Calculandolo 2 |A|=-4

6.3. Determinante de Vandermonde

Se llama matriz de Vandermonde a toda matriz de la siguiente forma

1 1 1
A= X Xy Xy
n—1 n—1 n—1
xl xz xn

Para este tipo de matrices se cumple |A|=(Xy-X1) (Xn-X2). ..(Xn-Xn.1)". . ."(X2-X1)

Ejemplo:
1 1 1
A= x y =z 2 |ARF@Ex)(z-y)(y-x)
x2 y2 22
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Ejercicio 10: Calcular los siguientes determinantes

1 3 =2 5] |1 3 =2 5
—-15 13 -24
5 0 3 1 |0 =15 13 -24
a) = =1{-1 10 -=-7|=-295
25 6 3 (0 -1 10 -7
5 1 7
-1 2 3 20 |0 5 1 7
1 1 1 1 1 |1 1 1 1
x+1 2 2 2
-1 x 1 1 1] [0 x+1 2 2 2
b) 0 x+1 2 .
-1 -1 x 1 1=0 x+1 2 |=1 =(x+1)
0 0 x+1 2
-1 -1 -1 x 1] |0 0 0 x+1 2
0 0 0 x+1
-1 -1 -1 -1 x |0 0 0 x+1
x+a b c x+a+b+c b c 1 b c

¢)|l a x+b ¢ |=latx+b+c x+b ¢ P:2(x+a+b+c)1 x+b ¢

a b x+c |la+b+x+c b x+c 1 b x+c
%V—J
BBy +Fy
1 b ¢ 0
=(x+a+b+c)l0 x 0:()c+a+b+c)-z)C ‘z(x+a+b+c)-x2
0 0 x g
1 1 1
d)|a 2a 3a = (Ba-2a)@Ba-a)Qa-a)=2a’

Vandermonde

2 2 2
a” 4a” 9a

3 x x 3+43x x x 1 x x 1 x X X

x 3 x 3+43x 3 x 1 3 x 0 3—x O 0
e) = =(3+3x) =(3+3x)

x x 3 xP33+3x x 3 1 x 3 0 3—x O

x x x 3 3+43x x x 3 1 x x 3 0 O 0 3-

=(3+3x)(3-x)’
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7. Calculo de la Matriz Inversa

Mediante la definicion de determinante y la matriz adjunta se puede calcular de forma
sencilla la matriz inversa, en especial la inversa de la matrices 3x3.

Proposicion: Una matriz se dice regular, es decir, tiene inversa si su determinante no
es cero. En caso contrario la matriz es singular:

|A[£0 > regular 3 A™
|A|=0 - singular 3 A™

1 0 1
Para calcular de la matriz inversa, usaremos A=| =1 0 3 | como ejemplo:
2 -1 4
1) Calculamos el determinante = |A|=4
1 -1 2
2) Trasponemos A > A'=|0 0 -1
1 3 4
0 -1 B 0 -1 0 0
3 4 1 4 I 3
3) Adjunta de la transpuesta: (A")*= =12 1 2 ==
3 4 1 4 I 3
-1 2 I 2 I -1
0 -1 0 -1 0 0
3 -1 0
=10 2 -4
1 1 0
3 -1 O

1

4) Matriz inversaes 47! =
| 4]

«mﬁ”=i10 2 -4
1 1 0

1 4
Veamos un ejemplo de una matriz 2x2 = AZ(O 2}

1) |AIF2

o g1 0
) 4 2
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Ejercicio 11. Calcular la inversa de las siguientes matrices

1 =2 L, 1(—-4 =2
a) A= —> A" ==

-3 4 2{-3 -1

0 -3 L 1(=2 -3
b) A= — A =—

-1 2 3\-1 0

2 -1 4 10 20 6
d)A—{4 -1 =2 —>A—1:$-—10 -20 20
5 5 0 25 15 2
1 22 -1 2 0
e)A—[l 1 1| 4"=0 1 -1
1 01 1 -2 1

Ejercicio 12. Calcular la x que hace singular la matriz

3 X —X
a)| 2 =1 3|=2x2+16x-12=0 > x>+8x-6=0 > x;=-4++/22 , x,=-4-/22

x 0 3 1 X 0 3
-2x-2 1 -3
-2 1 3 0 -2-2x 1 -3 5
b) = =4-3x 6 -9 =-9x"+6x+73=0
4 6 0 0 4-3x 6 -9
1 x —4
1 x =4 |0 1 x -4
1 V74 1 V74
X, =—+——, X, =————
3 3 3 3
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EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS MATRIZ INVERSA

Septiembre de 2005. Prueba B

C-2.- Sea A:(; g) Determinense los valores de m para los cuales 4+mld no es

invertible (donde Id denota la matriz identidad).

2

1+m
B=A+m-‘Id=
2 3+m

j b7 < | B0 > [BlEm>™+4m-1=0 > m=-2++/5

VmeR-{-2+ NG -2~ Js5 } matriz regular y por tanto existe B!

Septiembre de 2006. Prueba B

1 2 a
C-2. Dada la matriz (2 a+1 0>determinar los valores de a para que exista matriz
3 4 5
inversa
1 2 a
P=[2 a+1 0| 3P & |P]£0 > |P|=-3a’+10a-15=0 > No solucidn, luego
3 4 5

VaeR existe la matriz inversa de A.

Junio 2007 PruebaA

C-1. Hallar para qué valores de a es inversible la matriz (a 4+ 3a)

1 y calcular la

inversa para a=0
La matriz sera inversible si |A[#0. Calculemos para qué valores de a se cumple esta
premisa:
|Aj=a’-32-4=0 > a=4, a=-1. Luego VacR-{-1,4} la matriz tiene inversa.
_ . . _ (0 4
En concreto para a=0 es inversible > A = ( 1 0)

A4 4= (3 o) =0 T ar=10 o)
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8. Rango de una Matriz

Definicion: Menor de orden k de una matriz A€ Mx»(R) es toda submatriz con k filas
y k columnas pertenecientes a la matriz A

Ejemplo:
1 2 3 4
5 6 7 8
A=|9 10 11 12
13 14 15 16
17 18 19 20
2 3 4
Menor de orden 4 - o 1012
13 14 15 16
17 18 19 20

1 2 3 1 3 4
Menordeorden3 > |5 6 7,13 15 16/...
17 18 19 17 19 20

1 23\(14 16
Menor de orden 2> , s e
13 14){18 20

Menor de orden 1 =2(6), (20),...

Definicion de rango de una matriz A€ Mx,(R) es el orden del mayor menor con
determinante no nulo de la matriz A.

Como obtener el rango de una matriz:
1) Calculamos todos los menor de mayor dimension (k=min(m,n)) de la matriz A.
1.a. Si algin menor es distinto de cero = rang(A)=k
1.b. Si todos los menores son iguales a cero = rang(A)<k
2 ) Calculamos los menores de dimension k-1.
2.a Si algin menor es distinto de cero = rang(A)=k-1
2.b Si todos los menores son nulos >rang(A)<k-1

(..)

Esto termina cuando algiin menor es distinto de cero, siendo los calculados antes de
mayor dimension de cero.
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1 2 3 4
Ejemplo: Calcularelrangode A=| 2 4 6 9
-3 -6 -9 1

1. Calculamos los menores de orden 3=min(3,4):

1 2 3 I 3 4 |1 2 4 |2 3 4
2 4 6/=12 6 9=2 4 9=/4 6 9 =0->rang(A)<3
-3 -6 -9 -3 -9 1 -3 -6 1 |-6 -9 1

2. Calcularemos los menores de orden 2

4
9 #0 - rang(A)=2

:

EXAMENES DE PAU, EJERCICIOS RELATIVOS AL RANGO
Septiembre de 2005. Prueba A.

1 2 1
C-2.- Discutase, segtn el valor de a, el rango de la matriz A=<2 1 3)

1 2 1 1 2
A=[2 1 3| |AF]2 1 =-3a-1
01 a 0 1

QL W =

Si a#-1/3 2 |A]#0 y rang(A)=3

1 2
Si a=1/3 = |A|=0, como » 1T -3 #0 rang(A)=2

Septiembre de 2007. Prueba B

C-1.- Discutir, en funcion del numero real m, el rango de 1la
2 1 m
matrizA=<1+m 2 3)
-2 -1 2
2 I m
A={1+m 2 3
-2 -1 2

|A[=8-m-m?-6+4m+6-2-2m=-m*+m+6=0 > x=3, x=-2

Si xeR-{-2,3} = |A|#0 y rang(A)=3

2 1 3
2 3
Veamos el rangosix=3 > 4= 4 2 3 |.Como . 2‘ =7#0-> rang(A)=2
-2 -1 2
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2 1 =2
Veamos el rango six=-2 2> A4=| -1 2 3 | Como
-2 -1 2

1
2‘ =5#0-> rang(A)=2
Conclusion: si x=3 o x=-2 el rang(A)=2 y si xe R-{-2,3} el rang(A)=3.

Junio de 2008. Prueba B

1 3 -1 =5
-1 1 -3 -3
C-2. Calcular el rango de 4 =
4 0 -6
2 4 -1
1 3 -1 =5 F 1 3 -1 -5
4 -4 -8
-11 -3 -3 F+F|0 4 -4 -8
2 4 0 -6 F-2F0 -2 2 4
-7 7 14

3 2 4 -1 F,-3F0 -7 7 14

Como |A|=0 = rang(A)<4. Veamos uno de los menores de orden 3:

1 3 -1
-1 1 -3=4-18-2+12=-4+#0
2 4 0

Luego rang(A)=3
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