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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Contexto con la P.A.U.

En los examenes de la PAU por lo general hay un problema (3 puntos) en cada una de
las dos opciones del bloque de andlisis y una o dos cuestiones (1 punto cada una) en
cada opcion. De esta forma el bloque de analisis es de los tres el mas importante.

Este tema es basico para el conocimiento y dominio de las funciones que en los temas
siguientes abordaremos con detenimiento. Por lo general en el examen de la PAU no
hay problemas ni cuestiones relativas especificamente relacionadas con este tema, si
bien el no dominar los conceptos que se plantean en la unidad hara dificultoso, por no
decir imposible, realizar los ejercicios del examen relacionados con este Bloque 1.

Notese que con bastante asiduidad en el examen de la PAU hay una o dos cuestiones
relacionadas con el calculo de limites de funciones, si bien por lo general se resuelven a
partir del teorema de L’Hopital que veremos en el tema 4. Si bien en alguna ocasion
estos limites se resuelven mediante los métodos de resolucion que veremos en este
tema, en especial los limites relacionados con el nimero e, y los limites de funciones
racionales.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

1. Funciones reales de variable real. Dominio de una funcion

Las funciones se utilizan en numerosos de campos, tanto de las ciencias (fisica,
biologia, quimica) como en otros campos como la economia entre otros. Definamos
funciones reales de variable real:

Definicion: Una funcion real de variable real es una aplicacion o correspondencia entre
un subconjunto de R, llamado dominio de la funcién (Dom(f)),y otro subconjunto de R
llamado conjunto imagen o recorrido de la funcion (/m(f)), tal que a cada elemento de
Dom(f) le corresponda un #nico elemento de Im(f). Una forma habitual de expresar las
funciones es:

f:R—R
x—y=f(x)

Ejemplos de funciones:
a) y=f(x)=x>-3
f:R—R
x——y=f(x)=x>-3

Grdfica

Como puedes ver en la grafica de la funcion a cada valor del conjunto dominio (eje OX)
le corresponde un nico valor del conjunto imagen (eje OY)
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

. . , . .7 2
b) Veamos la siguiente grafica que representa las soluciones de la expresion y'=x:

a
v

-3

-4

En este caso la grafica no representa una funcion, pues para cada elemento del dominio
(eje x) le corresponden dos valores. Por ejemplo, la solucidn a x*=4 es y=2 e y=-2, que
no es un valor unico como deberian de ser las funciones. En este caso tendremos que las

solucion de la ecuacion de segundo grado vienen dadas por dos funciones: y=\/; (rama

encima del eje OX), y=- Jx (rama por debajo del eje OX).

1.1 Dominio de las funciones mds usuales

En este apartado vamos a ver el estudio del dominio de las funciones reales de variable
real mas usuales e utilizadas:

Funciones polinémicas: son funciones del tipo y=f(x)=apta;x+...+ax", es
decir f(x) es un polinomio. El dominio de estas funciones es todo nimero real,
ya que para cualquier valor de x, por ejemplo x=2, la funcion tiene sentido
siendo su imagen y= apta;2+...+a,2" Luego en estas funciones Dom(f)=R

Ax)

Funciones racionales fraccionarias: son del tipo y=f(x)=® con P(x) y
X
Q(x) polinomios. El dominio de la funcidon seran todos los niimero reales

excepto aquellos en que anulan el denominador (soluciones de Q(x)=0) ya que
no se puede dividir entre cero. Asi en estas funciones Dom(f)=R-{x:Q(x)=0}

x> =3x+4
3

Ejemplo: f(x)= - Dom(f)=R-{0,1,-1}

Funciones irracionales: son del tipo f(x)=%/g(x) , dos casos:

o sin es impar el dominio de f(x) es el mismo que el de g(x), pues las
raices impares de niumeros negativos son valores reales. Asi tenemos

que Dom(f(x))=Dom(g(x)

o sin es par entonces el dominio de f(x) es el conjunto de numeros del
domino de g(x) tales que g(x)=0, ya que las raices de numeros
negativos no son numeros reales. Asi Dom(f(x))={xeDom(g(x):

8(x)20}
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Ejemplo: y = f(x)=+x*+3x+2 > Dom(f)={x: x*+3x+2>0}

X3 H2=(x+2) (x+1) 20

- I +
L (x+2)
= ] +
(x+1)
-1
+ |- +
I (x+1)(x4+2)
D 1

Dom(f)=(-00,-2] U [-1,00)

e Funciones exponenciales: y=a® su dominio es el mismo que el dominio del
exponente g(x). Asi en estas funciones Dom(g(x))=Dom(f(x))

¢ Funciones logaritmicas: f(x)=log,(g(x)) el dominio es el conjunto de puntos
del dominio de g(x) en los que se cumple g(x)>0, pues no existe solucion en
los reales el logaritmo con argumento negativo ni cero. Asi en estas funciones

Dom(g(x))={xeDom(f(x)):f(x)>0}

21
ol 2) el dominio de g(x) es R-{2}, veamos el

Ejemplo: y=f(x)= log(
X+

2 — —
dominio de f(x) =2 S G ARV C)) >0:

x+2 x+2
= | + (x+2)
- -2 | +
i (x+1)
- -1 +
(x-1)
1
+
- N -
} } (x+1)(x-1)
2 -1 1 x+2

Dom(f(x))=(1,00)U(-2,-1)
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2. Composicion de funciones. Propiedades

Definicion: dadas dos funciones f y g tales que Im(f)cDom(g) se llama funcion
compuesta de f con gy se denota (g-f)(x) a la funcion definida de la siguiente forma:

(g-H)(x)=g[f(x)], es decir la imagen en (g-f) de x es la imagen del punto f(x) en g:
()

| v

R » R » R

f(x) > g(f(x))

>
v

Ejemplos:
fx)=x" g(x)=sen(x) > (gN(x)=sen(x’) ; (Fg)(x)=sen’(x)
Propiedades:

1.) Asociativa: he(gt)=(heg)-f

2.) No conmutativa: en general la composicion de funciones no es conmutativa
(g-D)# (fog), ver ejemplo anterior > sen(x?)#sen’(x)

3. Funcion Inversa

Definicion: la funcion inversa de una funcion f(x) inyectiva (no existen dos valores x;y
x,€ Dom(f) tal que f(x;)=f(x;)) es otra funcion, que se denota por f '(x), tal que se
cumple:

(EEH(x)= (F1h)(x)=id(x)=x V xe Dom(f(x))

f

Ejemplos:

@) y=f(x)=3-4x > x=(-y)/4 > f'(x)=>—*

. (f«>f1)(x)=3-4[3 ; xj —x

b) y=In(x) > y=¢"

Representacion grdfica de las funcion inversa: la propiedad mas importante de las
funciones inversas es que la grafica de f(x) es simétrica a f'(x) respecto a la bisectriz
del primer cuadrante, y=x.
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Ejemplos:

15

i8

y=3-4z r=x

5
[3-m)/4 N

208 -15 -18 -5 1a 15 2@

-18

-15

-2A

=
1
x2+1

Ejercicio 1. Sean las siguientes funciones f(x)=1, g(x)=x2+1, h(x)= realizar las

siguientes composiciones: a) (gofoh), b) (fogoh), ¢) (hogof)
1
x*+1

a) (gofoh)=go(fom)=g°(f( ) =g)=2

b) (fegeh)=fo(geh)=rfo(g( 1 ))=f(( 1 j+1}=1

x2+1 x2+1

©) (hogo f)=ho(go f)=ho(g))=h("+1)=h(2)=1/5
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4. Limites de una funcion. Funciones convergentes

La idea intuitiva de limite de una funcion en un punto es el numero hacia el que tiende o
se aproxima los valores que toma la funcion cuando la variable independiente, x, tiende
o se aproxima a dicho punto.

Ejemplo: sea f(x)z;2 el limite de la funcion cuando x tiende a 1 es infinito, ya que
x —_—

cuanto X se aproxime mas a | entonces (x-l)2 mas proximo a cero (positivo), y por tanto
la funcion se hace mas grande (1/0.00000001=100000000).

Definicion: matematicamente una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor X,
y se denota lim f(x) = L si se cumple:
X=X,

lim f(x)=L & Ve>0;36>0:|x—x|<d=|f(x)-L|<e

X=X,

El significado de la definicion es que sea cual sea el entorno de L existe un entorno de
Xo tal que en este entorno la funcion dentro del entorno de L.Veamoslo graficamente:

L+e

L-¢

Xo-a X0 X0+8

Vamos a considerar dos casos diferentes:

a) lim f(x) =L y f(x¢)=L
b) 1i_>m f(x)=L pero f(xo)#L

Ejemplo:
a) f(x)=x*+2 > lim £ (x) =3 = £ (1)

Veamos la grafica de la funcion:
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P42 si x#1
rres YTl lim g(x) =3 g(1)=1

b) g(x)={ 1 si x=1

Definicion: una funcion f(x) se dice que es convergente en X, si existe el limite
lim f(x)=L.

XX

Para que f(x) sea convergente en X, no es necesario que X, pertenezca al dominio, por
ejemplo

g(x)=x>+1 si x=1 > 1irr11 g(x)=3, 1¢ Dom(g(x))

4.1 Limites laterales

Existen funciones definidas a trozos, que estan definidas de diferente manera a la
izquierda y derecha de un punto. En estas funciones cuando queremos estudiar el limite
en los puntos donde cambia la expresion analitica es necesario calcular los limites
laterales, que estudia la tendencia de la funcidon a ambos lados del punto.
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

Definicion: una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor x¢ por la izquierda y
se denota lim f(x)=L sise cumple:

X—)XO

lim f(x)=L & Ve>0;36>0: x,—d<x<x, =[f(x)-L|<e

XX

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcion en el entorno a la izquierda de X,.

Definicion: una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor X por la derecha y
se denota lim f(x) =L si se cumple:

X=X,

lim f(x)=L & Ve>0;36>0: x,+5>x>x, =|f(x)-L|<e€

X=X,

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcion en todo entorno a la derecha de xo.

Teorema: El limite de una funcidon f(x) en x( existe si y solo si existen los limites
laterales y estos coinciden:

lim f(x)= lim f(x)=L = lim f(x)=L

lim f(x)= L= lim f(x)= lim f(x)=L

XX

Este teorema serd muy importante en los ejercicios de la PAU donde se nos pide
estudiar la continuidad de funciones definidas a trozas

4.2. Propiedades de los limites:

1. Si una funcién es convergente en un punto esta funcion acotada en un entorno del
punto.

2. Sea f(x) y g(x) dos funciones convergentes en X, tal que }1_}111 f(x)=L y
}1_)1}{1 g(x)=L" se cumple: 0

a) (f+g)(x) es convergente en x tal que }1_)12 (f+2)x)=L+L'

b) (f-g)(x) es convergente en X, tal que ll_)rxno (f-g)x)=L-L

¢) (fg)(x) es convergente en X, tal que }erno (fre)x)=LL

d) (f/g)(x) es convergente en x¢ si L’#0 tal que lim(f/g)(x)=L/L'
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Ejercicio:

1) Dada la funcion f(x) con la siguiente grafica, calcular los limites:

-1

-2

a) lim f(x) conneZ =2 lim f(x)=n+1
b) lim f(x) conneZ -> lim f(x)=n

¢) lim f(x) conneZ = lim f(x) no existe pues lim f(x)# lim f(x)

2) Hallar el limite, si existe de f(x)=|x|-1 cuando x tiende a cero

Siempre que tengamos una funcion con valor absoluto, la redefiniremos como una
funcién definida a trozos, de tal forma que si lo que estd dentro del valor absoluto es
negativo cambia de signo, y si es positivo no cambia de signo.

x—1 si x>0
f(x)=
—x—-1 si x<0

Nota: el igual se puede poner en cualquiera de los dos trozos de la funcion (pero solo
en uno)

lim /(x)=0-1=-1, lim f(x)=-0-1=~1 >lim /() = -1

Veamos la grafica de la funcion:

Apuntes de Matemiiticas Il (2°Bachillerato) para preparar el examen de Ia PAU (LOE) 11



Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

3) Hallar el limite, si existe de f(x)=|(x’-1)| cuando x tiende a 1y a -1
Definamos la funcién como una funcion a trozos. En este caso x°-1 es negativo en el
intervalo (-1,1).
x*—1 si x<-1
f(xX)=<3-x"+1si -1<x<1

x* =1 si x2>1
hmf@ﬁ4%4=o,mnﬂ@:—f+1=09hgfuﬁm
x—l1* x—1~ x—

1@f@=Hf4:mhgﬂ@:+ﬁ+h09mym:0

5. Distintos tipos de limites

5.1 Limites infinitos cuando x tiende a un numero real (asintota
vertical)

En este apartado vamos a estudiar el caso de funciones que cuanto mas se aproxima x a
un valor X bien por la izquierda, por la derecha o por los dos, la funcion se hace
infinitamente grande (tiende a +o0) 0 pequefia (tiende a -o0). Cuando esto ocurre se dice
que la funcion f(x) tiene asuntota vertical en x=xo Veamos los siguientes casos:

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a X por la izquierda
si cuando para todo valor K existe un entorno a la izquierda de x, tal que la funciéon en
este entorno mayor que K. Matematicamente

lim f(x) =40 & VK >035>0:Vxe (x,-0,x,) = f(x)>K

X—)XU

Ejemplo: f(x)=41— si x<1
2 si x2>1

lim f(x) =+eo ya que cuanto mas se aproxime x a 1 por la izquierda entonces x-1 mas

x—1

pequeio y positivo y por tanto f(x) mas grande. Es decir, cuando x> 1" entonces la
funcion f(x)—>-e

Veamos la grafica:
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Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a x( por la derecha si
cuando para todo valor K existe un entorno a la derecha de x, tal que la funcion en este
entorno mayor que K. Mateméaticamente

lim f(x)=+e0 & VK >036>0:Vxe (x,,x, +0) = f(x) > K

X—>X0

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a x¢ cuando para todo
valor K existe un entorno de x, tal que la funcion en este entorno mayor que K. Es decir
tiende a +oo por la izquierda y la derecha. Matematicamente

lim f(x) =+ & VK >030>0:Vxe (x, - d,x, +I) = f(x)> K

XXy

1
Ejemplo: {(x)=——
(x-2)

lim f(x) = lim ;—oo

i B x—2" x—2" (x— 2)2 o 1 B
m f(x) = =lim ——— =0

¥=>2 . . 1 =2 (x—2)

lim f(x)=lim ———— =oo

x—2" x—2" (x — 2)

Veamos la grafica de la funcion y asi podremos interpretar el significado del limite:
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De igual forma que hemos estudiado el limite a +oo , el limite a -« es equivalente, sélo
hay que cambiar K por -K

lim f(x)=-o & V-K <036>0:Vxe (x,,x, +9) = f(x)<-K

lim f(x)=— & V-K<030>0:Vxe (x,-0,x,) = f(x)<-K
lim f(x)=—0c & V-K <036 >0:Vxe (x, - 9,x,+9) > f(x)<-K

Muchas veces las funciones f(x) tienden a +oo por un lado de X y a -oo por el otro lado
de xo, cuando esto ocurre el lim f(x) no existe, ya que para existir debe coincidir los

X=X

limites laterales.

Ejemplo:
1 .1 .1 ! :
f(x)=— lim — = —co, lim — =00 2 lim— = no existe
X x—0" x x—0" x x—0 x

Veamos la grafica:

-1
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Definicion: La funcion f(x) tiene asintota vertical en Xy cuando existe alguno de estos 6
limites:

lim f(x)=+oo, lim f(x)= oo, lim f(x)= +oo

lim f(x) =0, lim f(x)=—o , lim f(x)=—o0

5.2 Limites finitos cuando x tiende a infinito (asintota horizontal)

En este apartado el comportamiento de algunas funciones que cuando la x toma valores
muy grandes o muy pequeiios la funcién se aproxima cada vez mas a un valor L.
Cuando esto ocurre se dice que f(x) tiende a L cuando x tiende a +o 0 a -co. Veamos la
definicion:

Definicion: una funcion f tiene por limite un nimero real L cuando x tiende a +oo, si
se cumple:

lim f(x)=L ©Ve>0,3K>0:Vx>K=| f(x)-L|<é¢

Interpretacion grdfica definicion: Cogemos un entorno en y proximo al limite L,
entonces encontramos un valor de x=K tal que para valores de x mayores que K la
funcion (y) dentro del entorno de L, por tanto tiene una asintota horizontal y=L

Ejemplo:
y=(2x+1)/x

+

-1

-3

Definicion: una funcion f(x) tiene una asintota horizontal en y=y, si se cumple una de
las siguientes condiciones (o las 2):

a) lim £(x) = ,

b) lim f(x) = y,
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5.3 Limites infinitos cuando x tiende a infinito

En este ultimo apartado estudiaremos 4 casos:
a) lim f (x) = oo
b) lim f(x) = —eo
) lim f(x)=+es
Q) lim f(x)= e
a) 1i_)mwf(x)=+oo SVK>0,IM e R:Vx>M = f(x)>K

Ejemplo: lim x> = +oo

xX—>00

1
I
I
I
1
I
I
I
M

b) lim f(x) == & VK <0,IM e R:Vx>M = f(x) <K

Ejemplo: y=-x* lim— x* = —oo

X—>o0

S
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¢) lim f(x)=+e0 & VK >0,3M € R:Vx<M = f(x)> K

Ejemplo: y=f(x)=x*, lim x* =+oo

d) lim f(x)=-ec VK <0,IM e R:Vx<M = f(x)<K

Ejemplo: y=f(x)=-x*+1 lim—x” +1=—oo

x—y—oc0

Apuntes de Matemiiticas Il (2°Bachillerato) para preparar el examen de Ia PAU (LOE) 17



Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

6. Calculo de limites

6.1 Operaciones con limites. Indeterminaciones

En el apartado 4.2 vimos las propiedades de los limites, y como se relacionan los limites
de dos funciones cuando estas funciones estan sumando, multiplicando y dividiendo. Al
haber limites cuyo valor es o y -oo, tendremos que ver como se suman, y multiplican los
niimeros con *oo. Vedmoslo:

Suma y diferencia:
1) VkeR ktoo=too

2) ocotoo=00

3) ~00-00==-00

Producto:

1) VkeR" (k>0) k:oo=c0 > ejemplo lim 3x = +oo

X—>+o0

2) V-keR (-k<0) k-co=-c0 > ejemplo lim —3x = —oo

X—>+oo

3) VkeR" (k>0) k:(-00)=-c0 > ejemplo lim 3x = —oo

X—>—o0

4) V-keR’ (-k<0) -k:(-e0)=co > ejemplo lim —3x = +eo

Cociente:

1) vkeR i:O - ejemplo limE:O

i [e%e) Xt x
+ i o . . —X
2) VkeR®™ —— =200 > gjemplo lim — = —oo
k x—+e0 4
too . . X
3) V-keR’ - Foo = ejemplo lim — = —oo

Exponente:

1) VkeRk>1 k™ =+o0 > ejemplo lim 27 =+oo

X—>+oo

2) VkeR 0<k<l k™ =0 - ejemplo lim (lj =0

x—4o0| D

3) VkeRk>1 £~ =0 2ejemplo lim 2" =0

X—y—oc0

4) VkeR 0<k<l k™™ =+c0 > gjemplo lim (lj = too

x—4oo| D
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Indeterminaciones:

1) oco-c0, -cotoo > gjemplo limx — x°

X—oo

(x* +3x)

2) 0:(fxe0) -2 ejemplo lim

X —

3) %9 ejemplo lirnl

=0 x

1
too _ . ey
4) o - ejemplo lim2—

=0 x

+ oo 2
5) ;— - ejemplo lim > *2

X—roo x

2
6) 0 - ¢jemplo limﬂ
0 x—0 X

1

7) 17 > ejemplo: 1in01(1+x)x

6.2 Resolucion de indeterminaciones del tipo had

oo

Las situaciones mas simples en las que aparece es al calcular los limites infinitos de
fracciones polinémicas. Estas indeterminaciones se resuelven dividiendo el numerador y
el denominador por la méxima potencia de x del denominador

Ejemplos:
5x7 =3x+2 5 3 + 2
2 3 S y2 3
0 i 5x3 3x+2=1im : X = lim XX~ X :9:0
i X 43x=5 oy 43x=5 o, 35
3 X
—x’+3x+2 X 3+ 2
_ .3 2 [ e R
b lim x2+3x+2: 2x _ X X _ = 4oo
Xt — x4 3x—5  xote —x 4+ 3x-5 "_)+°°_1+§_i -1
x2 x x
—3x" +3x+2 343, 2
a2 2 T e T xr—
o lim X FIFL_ X gy x x T3
e —2x% 435 =5 o =2t 43x-5 e, 3 5 -2 2
x2 x x°
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m m—1
. ax"+a, x"".+a
Conclusién: lim —— e 2
ot b x"+b _x" +..+b,

m m—1
amx +am_1x ...+a0 _

a) n>m > lim —— —
e b X" +b x"T 4.+ b,

m m—1 - a

. ax +a x ..+a a —oo §i % <0

b) m>n > lim - s 0 _ @
e h X" +b x" +.4+b, a

m m—1
amx +am_1x ...+a0 a

¢) m=n> lim —— — ==
e p x"+b X" +..4+b, a,
;e . 7 . . . .y S
Estos no son los unicos tipos de limites en donde aparece la indeterminacion —,
o0

veamos otros casos diferentes

m m—1
amx +am_1x ...+a0

lim =0 (k>1
X—>+o0 k* ( )
lim k — = +4o0 (k> 1)
e b X" +b X" 4.4 b,
m m—1

lim a,X" +a,,x .+d, _ oo (k>1)
Xoo log, x

1

08 X —0 (k>1)

lim — -

e b X" +b x"T 4.+ Db,
. . . . .0

6.3. Resolucion de indeterminaciones del tipo °

Aparece este tipo de limites principalmente en 2 casos diferentes:

1) Cociente de funciones polinomicas: se resuelven descomponiendo factorial-
mente numerador y denominador

Ejemplos:

2 _— _—
lim— X -|2-x 6 — lim (x 2Z(x+3) ~ lim 2(x+3) :i
=2 x7 =Tx"+14x -8 =2 (x=2)(x" =5x+4) 2 (x"-5x+4) -2

. X +3x7+3x+1 0
lim 3 = 5 5
=l x” =3x-2 0 1 (x+Dx"-x-2) 1 x"=x-2 0
_ i EHDOED D 0

o l(x+D)(x=2) =1 (x=2) -3

2 2
lim (x+D(x"+2x+1) ~ lim (x"+2x+1) :9_
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2) Cociente con funciones racionales: se resuelven multiplicando numerador y
denominado por la expresion conjugada de la que lleva raiz:

Ejemplos:

XX (- Gx+4+2) L (- 0)Wx+4+42)

=0\ x+4 -2 "—>°(~/x+4—2)(/x+4+2) x—0 x+4—4

~ lim (" —D)Wx+4+2) _ i (—DEx+4+2)
X 1

x—0

—4

x—0
. . . . .k
6.4. Resolucion de indeterminaciones del tipo 0

Este limite puede ser +oo, -c0 0 no existir por ser los limites laterales diferentes. Se
calcula a partir de los limites laterales:

Ejemplo:
S
-1k hrgl 3=—+=+c><>
lim =— 77 X7 0 no existe el limite
-3 x=3 0|, x -1 &k
lim =— =—o0
x=3 x — 0
x? =1 k
9 3 :—+ = 4o 2
x =1 k =3 (x =3) 0 x =1 _ -

6.5. Resolucion de indeterminaciones del tipo 0-co

, . . .0 e
Se resuelven transformandolas en indeterminaciones del tipo — o —.
(o o]

Ejemplo:

_ o 2
lim ——>—(2x —3) = o0 = lim 223 = _ Jiy X

X——o0 x4 _ 2 X——oo ¢x4 _ 2 [e%s) X——oo 4 2

4
X

6.6. Resolucion de indeterminaciones del tipo o -0

Las indeterminaciones de este tipo con funciones irracionales se resuelven
multiplicando y dividiendo la funcién por el conjugado:
Ejemplo:

A x? /.2
lim /x2+5x—(x+3)=1im(x +5x —(x+3)\Wx +5x+(x+3))
xX—> 00 X—>00 /x2 + SX + (X + 3)

9
_1-2
2 (2 —x—
=limx\752x (x +6x+9)=l_im\/ : x-9 = lim X __ I
x°+5x+(x+3) x°+5x +(x+3) \/1+5+1+3
X x
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Unidad 1. Funciones. Definicion y Limites

6.7. Resolucion de indeterminaciones del tipo 17

Estas indeterminaciones estan relacionadas con el nimero e. Se calculan de la siguiente

forma:
; . ()= lim g(x)-(f (x)-1)
% lim f(x)g(x) = lim eV D — g
lim g(x) = 00| xox XX
X—)XO
’ 2 3 2

. x2 —3x : - X xz(x 2—3x_1) lim 2 _32)‘_4 i —3x2—4x ~
Ejemplo: lim T2 . =17 =lime ¥ =77 ¥t 7" ¥ =77 =)

ool xT+4 x—00

Ejercicios
4) Calcula en las siguientes funciones representadas los siguientes datos:

Y| \'d

a) f(-3)=2, f(-2)=0, f(0)=2, f(4) 4¢ Dom(f(x))
b) lin31f(x) =3, 1i_15y”(x)=2, lirgl f(x)=2, lirg f(x) =noexiste, lin% f(x) = no existe

limf(x)=1, limf(x)=0, lirrllf(x) =no existe, lirrzlf(x) =1
X x—1t Xl X
) 1ir131 g(x)=—c0, lim g(x)=-2, lim g(x)=0, lim g(x) =40, lim g(x)=oco,
x— x—2% X—>+o0 X—>—00 x—0"

lim g(x)=—c0, lim g(x)=no existe, limg(x)=no existe
x—0" x-l1t x—2

5) Calcular el limite:

1 1 lim 1

lim—— 2T X2 T Y
w22 — ) € e 0 — lime*? =no existe

lime*? =e
x—2

x—2 lim —
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6) Calcula cuanto debe valer a para qye Is siguiente funcion tenga limite cuando x

. x+1 si x<1
tiende a 1: f(x) = 5
3—ax” si x>1

lim f(x)=3—a, lim f(x) =2, el limite linll f(x) existe siempre que a=1.
x—1t x—1" x—

7) Siendo f(x)=v2x + 3 calcular el siguiente limite:

f(x) f(3)_1 V2x+3-3 J_ 3 _ -3

11

x— x—4 x—3

8) Calcular los siguientes limites

3

3 lim — =400
a) lim x™* =0,b) lim 4x* =o0, ) hm—3 =—(1 d)" X no existe
X—>+oo X—>—00 x 3
lim — =—o
x—=0" x
1
-2 lim — =+oo e
1 1 x—0* Sx 2
d) hm——hm—:—(z d) e) hm——O , 0 lim —=0
=0 5 x0 5x? lim L = oo 03 xo=0 X
x—=0" 5x2

g) lim{ zZ . 32}=o+0=0, h) lim3™ =3 =0 i) lim 3™ =3" =

x—+eo| y +1 x+ X—>+oo0 X—>—o0
x3
X 2 o0 3 ? x2 o
j) lim(—J :(—j =0 k) lim =—=lim = lim =—=o00
X—>+o0 3 X—>o0 [x _2 e} X—>+oo [x2_2 X—>+oo l_i 1
X x?
2x* =3x-1 x* -1 X —x+6
I) im —————=—c0 m) lim =0 n) lim—-————— =—o
)x—>—°° x’+3 )x—>—°°x3—1 )x—>—°°x2+3x+2
2 2
_ — o) _
0) i 1—9:11 (x+1)2(x 1) :g lim —-x—6 _9 lim (x+2)(x—3) _5
Sl -1 0 S (=) +x+l) 3 2 43P +2x 0 X+2x(x+1)(x+2) 2
lim X3 3_-1 o
q llmﬂ 0 hmw:_—1 7 x-2 0 no existe
=107 —dxtd 0 =2 (x-2)(x=2) 0 | ¥=3_-1_

=2t x =2 0"

x—1 _ . (x=DEx+1) i (x-Dx +1)
=1 [y -1 x—)l(\/_ 1)(\/;4_1) ] (x—1)

2- «/ Q-4-0QtVd-x) . 4-dtx 1

s) im————— =lim =lim

0 =0 x(2++4—x) =0 x(2 44 —x) H02+«/4 x 4
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lim MV 1+x+41 x( I4+x++V1-x) (1+x+ x)
t) hm =lim
I+x—y/1-x H’( I+x—y1-x)( 1+x+ x) H’ l+x—(-x) =0 2
lim)c2+6)c—9 18 N
2 _ +—:—+: fo’s}
u) limwzﬁz 3 2x—3 0 no existe
=3 x=3 0 . X +6x-9 18
lIim———=—=—00
x—37 x—3 0_
lm2x2+6x—3_ -3 -3 -3
2 - — x—0" 2 _ N +\? +_ +)2 ___—_oo
V) limW:—z’ "2 Sy ( )_0 ( )"‘0 0 no existe
=0 2x"=5x 0| . 2x’4+6x-3 -3
lim——————=—=-0
x=0" 2x° —5x 0"
w)hm(\/x+ —+Jx—-2)=1lim X+2-(—2) =lim 4 i:0

2 edr-2) s rr2e4r=2)

3x+2 5x+1
x) i @HU i e
X—>00 x

3 . lim——(x-2)
z) lim(x—1)"2 =17 =2 =e

x—2

lim [i’”‘l‘j 6
il
= e’( x =

3
—_ . 3 X x“(x-1) 3x2
3 — . 3
. x> +1 1! oo }(15}( x—lJ(x 24 1] hm(x 1}( 21 j £1LI}XZX+1 5
y) lim| — =1"=e =e =e =e

’ aa) lim

X—e x+1 oo

4x* —5—(4x" —=12x+9)

\F
-2 _im —x

H“\f+\/_

12x—14

\/xw

=1

=lim

X—x0

ab) hn‘( 4x* =5 —(2x— 3))—oo co=lim (

12—E

=lim X =—=3

Hm\/4—52+(2—3)
X X

J2x-4 0

x—2

= lim
O x—2"

ac) lim

x—2*

Vax® =5 +(2x—3)) H”(\/4x2 -5 +(zx—3)):

818
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Ejercicios PAU

Septiembre 2004. Prueba B. C-4. Determinese el valor del pardmetro a para que se

verifique lim (y/x*+ax+1—x)=2.( 1 punto)

2 2
lim (V? + a@r+1 - x)= lim brael=w) Lo @) g0
o e N T B N TR I

a=4
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