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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

1. Ecuaciones de segundo grado. Resolucién
Las ecuaciones de segundo grado con una incognita (la x) es la que se puede transfor-
mar en una ecuacion del tipo.

ax?+bx+c=0 (siendo a0)

1.1. Resolucién por el método general

La ecuacion de segundo grado ax*+bx+c=0 tiene como solucién o raices las que resultan
de la siguiente expresion, sustituyendo, a, b y c:

—b++/b? —4ac

X = > , la expresion A =b? —4ac es el discriminate y el que mar-
a

ca el nimero de soluciones:

a. Si el discriminate es negativo (A<0) no tiene soluciones reales (raiz nega-
tiva)
b. Si el discriminate es cero (A=0) una unica solucion (raiz doble)
c. Si el discriminate es positivo (A>0) dos soluciones distintas (2 raices sim-
ples)
Demostracion:

c

ax*+bx+c=0 > a(x+ ) +c-——0 - a(x+ ) ‘—-C > (X+—) m“ >
_+m _—b+Vb%-4ac

(x+)’= 4“Ce(x+—) + |5 S (x)= > x=

2a

1.2. Resolucion de la ecuaciones de segundo grado incompletas

Una ecuacién es incompleta si alguno de los coeficientes b, ¢, o los dos son nulos. Estas
ecuaciones aunque se pueden resolver por el método general se resuelven de forma mas
sencilla. Tres casos:

a. El término b=0 > ax?*+c=0, despejando la incognita: x:i\/%

x=0

b. El término c=0 - ax’*+bx=0, factor comdn: x(ax+b)=0-> {x " b/a

c. Los dos son cero = ax?=0, la solucion es x=0 (raiz doble)

Ejercicio, resolver:

6\/_+\/ﬁ 3\/5

a) X*-6v2x+18=0 > x

2
N 3
b) 2x%-7x+3=0 > % <1/2
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

2 2
x+7+x 3x+6_19x+7 X —3X+6

c) = + =
X+3 x*+2x-3 x+3 (x+3)(x-1)
(X+7)-(X-1)+(X?-3x+6)=(X*+2X-3)> X*+x+2=0 >
_1+41—
X= % =no solucién
d) x+1 + 1=x = > 2>2(x+1)(x-4)+2(1-x)(Xx+5)=5(x+5)(x-4)> 5x%+19x-102=0
X+5 x—-4 2
,_—10%/361+2040 _—19:+49 _ _3?4
10 10 T
) (x-V3)%*1+x=x > x*-2V3x+3-1=0 > x = 2\/§+ v12-8 _ <£ +i

f) 1+(x-2)’=1 > (x-2)’=0 > x=2
g) 9x*-25=0 > x*=25/9 > x = i/? = ig
h) x*-2x=0 = x(x-2)=0 > x=0, x=2

2. Ecuaciones de grado superior (polinémicas)

Podemos resolver ecuaciones de grado superior (P(x)=0, con P(x) polinomio) trans-
forméandolas en producto de ecuaciones de primer o segundo grado igualadas a cero, es
decir factorizando. Asi las raices seran las soluciones de la ecuacion.

Ejemplo:
X°-3x*-8X3+12x%+16X=0 DX-(X-4)-(x+2):(x-2)-(x+1)=0>x=0, x=-2, X=2, X=-1, Xx=4
Ejercicio:
a) (x+m) (x-1/2)-(3x-7)=0 = soluciones x=-r, Xx=1/2, X=7/3
b) x*(x-V2)-(5x+1)=0 > soluciones x=0, x=\2, x=-1/5
) 4x*+20x"-53x°+23x°+13x-7=0 >soluciones x=1 (doble), x=-7, x=1/2, x=-1/2

Existen ecuaciones polinémicas de grado 4 que se pueden transformar en ecuaciones de
segundo grado, son las ecuaciones bicuadradas: ax*+bx*+c=0
Se resuelven en tres pasos:

1. haciendo el cambio x%=t, x*=t* con lo que se transforma en la ecuacién de se-
gundo grado con incégnita en t (at?+bt+c=0).

2. Resolvemos la ecuacion de segundo grado.

3. Deshacemos el cambio de variable x=4++/t (solucion si t>0)
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Ejemplo: x*-5x%+4=0
Pasol: x’=t > t?-5t+4=0

5++/25-16 5i3_<4

Paso2: t = =
2 2 1

Paso3: x=2,-21-1

Ejercicio : resolver las siguientes ecuaciones

a) x*-x*-6=0 > solucion : x= ++/3
b) x*-3x*+2=0 - solucion x=++/2,+1
c) —x*4x*-45=0 - No soluciones reales

Otras ecuaciones transformables en ecuaciones de segundo grado: ax*"+bx™+c=0, con
neN, haciendo el cambio x"=t obtenemos una ecuacion de segundo grado.

Ejemplo: x®-5x3+6=0
Paso 1: x°=t, x°=t?> = t2-5t-6=0
Paso 2: t=3, t=2

Paso 3: x:\/§, x:i/E

3. Ecuaciones irracionales o con radicales

Una ecuacion es irracional si tiene la incognita (x) dentro de una o varias raices, en este
afio s6lo veremos irracionales con raices cuadradas.

Resolucion ecuaciones irracionales:

1. Seaisla un radical en un miembro de la ecuacién.

2. Se eleva al cuadrado los miembros de la ecuacion, eliminandose la raiz
aislada.

3. Si todavia hay raiz se repite los procesos 1 y 2 hasta que ya no haya.

4. Se resuelve la ecuacion resultante (polindmica)

5. Se comprueban las soluciones

Nota: la razon de comprobar es que al elevar al cuadrado pueda haber soluciones no
validas debido a que al elevar al cuadrado el signo se pierde, asi 1%-1 pero (1)*=(-1)
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Ejemplos
1)
V3X+4 —4 =-2X

VXA = 4 - xtesmind 3y 4 (4 2x)7

4
3X+4=16+4x* -16X — 4x* -19x+12 =0 X:{V
4

Comprobacion:
x=4 > /16 —4 % -8 (no solucion)

X= ¥ > /%_422_4:_22—2-% (solucién)

2)

X2 +3x-1-4/x*+5=0

UX? +3X—1=+/x? + 5 chewadrado 2 3y 142 |5 _y3x=F-5x=2

Comprobacion:

X=2> /22 +32-1-+/22+5 =9 —-4/9 =0 solucion.

3)
JX+5+4/2x+8=7
X+5=7—+/2x+8 dvewadr oy  5=49+2X+8-14/2X+8

144/2X +8 = x + 52—’ 196(2x +8) = x* +104x + 2704 — x* — 288x +1136 =0
x=284,x=4

Comprobacion:
X=284 > /289 ++/576 =17 + 24 = 7 No solucion
x=4 > /9 + /16 =3+ 4 =7 Solucién

Ejercicio, resolver:

8) Ax+2x+4 =4 >24x+4 =4-4x > [2Jx+ 4] = (4-4x)?>

0
4(x+4)=16x3-32x+16 > 16x>-36x=0 > 4x(4x-9)=0 x= {9

4

Comprobacion:

x=0-> 0+2+/0+4 =4 Solucién

X=9, > 4'%+2‘/%+4:9+2§¢4 No solucion
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

b) X +4x? =3 =0 D x? = —y/4x? -3 —2 5 x* =4x* -3 > x* —4x? +3=0

x°=t, X*=t> > t>-4t+3=0 > t= {3 X= {i V3
1 +1

Comprobacion:
x=1> 12 +/412-3=220 No solucién
x=-1-> (-1)? +m =2#0 No solucién
x=+/3 > (\/5)2 +\/4-(\/§)2 ~3=6=0 No solucion
=—J3> (—\/5)2 +\/4-(—\/§)2 ~3=6=0 No solucién

d) V2x+5-/x-1=2
V2X+5 =4/x—1+2—3c@dr oy 15X —1+4+4/x-1—

X42=4x—-1—2" 52 1 Ax+4=16(x-1) > x* -12x+20=0
x=10, x=2

Comprobacion:
x=10 > /25 -4/9 =5-3=2 solucion
x=2 > /9 —4/1 =3-1=2 solucién

4. Ecuaciones lineales con dos incégnitas

Las ecuaciones lineales con dos incdgnitas son de la forma ax+by=c, se caracterizan por
tener infinitas soluciones para las dos variables (X,y) situadas sobre una recta.

10-7y

Ejemplo: 3x+7y=10, despejamos una variable (cualquiera de las dos) x =

damos valores a la variable no despejada y obtendremos valores de la despejada. Como
es una recta si lo hacemos correctamente con dos valores seria suficiente, ya que por dos
puntos pasa una unica recta.

X |y
e
6 |4

8|2
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Representamos las soluciones:

-4

Ejercicio: representa las soluciones de las siguientes ecuaciones
a) —x+y=1
b) V3x+5y=v3
C) -7x+3y=-5

a) —x+y=1-> y=1+x

X1y

12
o 1
1o
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

) Vaxssy=ig > y= V3=V _S‘EX
X y
110
2 ‘J% ~-0,35
) -7Tx+3y=-5-> y= _5; A
X1y
2 |3
1| -4
5 |10
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

5. Sistemas de 2 ecuaciones.
5.1 Sistemas lineales

Los sistemas con dos ecuaciones lineales son de la forma:
() ax+by=c
(2) a'x+b'y=c

Las soluciones al sistema seran las soluciones comunes a la ecuacion lineal con dos
incognitas de la ecuacion primera (S;) y las soluciones de la segunda ecuacion (S;). De
esta forma si llamamos S a las soluciones del sistema, estas seran igual a

stlf\SQ
Segun el numero de soluciones se puede distinguir entre los siguientes tipos de siste-
mas:
1. Sistema compatible indeterminado, infinitas soluciones
Ocurre cuando la ecuacién (1) es equivalente a la (2), se cumple entonces:

a_b_c

a b
1) 3x+7y=2

Ejemplo: )y 3x+7y (2)5(1)_>izi=i
(2) —6x-14y=-4 -6 -14 -4

Si representamos las dos ecuaciones se trata de dos rectas iguales, por tanto las solucio-
nes son todos los puntos situados en la recta que viene determinada por la ecuacion (1)
0 (2).

Ejemplo: en el ejemplo anterior las soluciones son:

-2
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

2. Sistema incompatible, no tiene soluciones

Ocurre cuando las dos ecuaciones son incompatibles, es decir tienen ninguna solucion
en comun. Ocurre cuando la relacion entre sus coeficientes son los siguientes:

a b ¢

a b c

No tiene soluciones, al tratarse de dos rectas paralelas. Veamos un ejemplo:

@ 2x+y=1 _)g_lii
(2) 4x+2y=-2[ "4 27 -2°

Interpretacion gréfica:

-2

-4

s

3. Compatible determinado, una Unica solucién.

Ocurre cuando tienen una Unica solucion. Graficamente ocurre cuando las dos rectas se
cortan en un unico punto que sera la solucién a las dos ecuaciones. Ocurre si la relacién
entre los coeficientes:

a b

a_ b
Ejemplo:

@ x+y=0
(2)—x+y:2}

i;ﬁ L —comp det
-1 1
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Resolucidn de sistemas de dos ecuaciones lineales
Resolver un sistema es hallar sus soluciones, segun el tipo de sistema tendremos:

1. Compatibles indeterminados: la solucién es la de una de las dos ecuaciones, que
resolvemos como hemos visto en el apartado anterior representando una recta.

2. Incompatibles: no tienen solucidn, por lo que no tendremos que resolverlas

3. Compatibles determinados: tiene una Unica solucion que resolvemos por uno de
los tres métodos vistos en el curso anterior. Veamos un ejemplo y resolvamoslo por
los tres métodos:

Dx+y=1
(Dx—y=0}

a) Sustitucion: igualamos una incAgnita en una ecuacion y la introducimos en la
otra ecuacion, obteniendo una ecuacion de primer grado con una incégnita:

y=1-x 2 X-(1-x) =0; 2x=1; x=1/2; y=1-1/2=1/2 - solucion; x=1/2, y=1/2
b) Igualacion: consiste en despejar la misma incognita en las dos ecuaciones pa-
ra luego igualarlas entre si y obtener una ecuacién con una incégnita:

y=1-X; y=X = 1-x=X; 2x=1-> solucion x=1/2; y=1/2
c¢) Reduccion: consiste en sumando o restando las ecuaciones multiplicadas por

factores se anula alguna incognita, la x o la y. Asi obtenemos una ecuacién de
primer grado con una incognita:

(1)+(2) = 2x=1, x=1/2, y=1-1/2=1/2 - solucion x=1/2; y=1/2

Ejercicio: resuelve, clasifica y interpreta graficamente las soluciones de los siguientes
sistemas:

) D)3x-2y :1}

(2)6x—-4y=2

(@) 4x-y=5
(2)—8x+2y:3}

@ x—3y:2}

c)
(2) 2x+y=4

OI)(1)—18x+6:6y
(2)y+3x+5:6}

X 3
o W3-2r=y
(2) 5x+y=0
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Soluciones:
a) 3 = -2 = ECompatible indeterminado—> x = 1+2y
6 -4 2
b) 4 = -1 # > . Incompatible, no solucion
-8 2 3

C) % # _Ts . Compatible determinado, una solucion. x=2, y=0

vie

d) _Tl8 = _TG = _T6 - Compatible indeterminado. Infinitas soluciones.
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X 3
Z_oy== 1) 4x-24y =9 -
) @ 3 %Y= _ (D) ax=2dy } 4. =2% 5 compatible determinado, una
(2) Bx+y=0) (2 5x+y=0 1

5
solucion - Solucion x=9/124, y=-45/124

5.2 Sistemas no lineales

Estos sistemas son aquellos donde una o varias ecuaciones no son lineales, es decir apa-
recen términos cuadraticos, cubico, etc. En este tema trataremos solo cuando tenemos

exponentes cuadraticos. Generalmente se resuelve por sustitucion. Veamos tres ejem-
plos:

Ejemplo 1:

1) x—y=3
((2; x2 yyz 45} - x=3+y, sustituyendo en (2) (3+y)2+y2:45; 2y2+6y-36:0
+y° =

~6—>x=3-6=-3
y_6%+36+288 -6+18

4 4

3> x=3+3=6
Dos soluciones (x=-3, y=-6); (x=6, y=3)
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Para interpretar graficamente la solucion tendremos que saber que la ecuacion de una
circunferencia con centro en el origen y radio R es de la forma x*+y*=R?. De esta forma

la ecuacion x*+y’=45 , es una ecuacion de una circunferencia de radio R=+/45

Ejemplo 2:

) y—-x=-1+x

( ) Y 2> y=-1+2x 2> X2+(2X-1)2:2; X2+4X2-4X+1-2:0
(2) 2 2 2

X°+y° =
l1->y=-1+2=1
o treden S AEVI6T20 416 d
10 10

Ko X=-1-%="7%
Soluciones (x=1, y=1); (x="% , y="% )

Interpretacion grafica (circunferencia de radio V2 y recta)

Pagina 14 de 36 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

Ejemplo 3:
2
(2) y+x=1
“14+6 o, 1445 _3-45
X_—li«/l+4_—1i\/§_ 2 2 5
i : -1-45 ~1-5 3+45
—— > x=1- =
2 2
Soluciones(x:_lz\/g,y:3_2‘/g) (xz_l;/g,y:3+2\/§)

Interpretacion gréfica (y=x es una parabola, y+x=1 una recta)

6. Sistemas de ecuaciones lineales generales

Hasta este curso solo considerabamos sistemas con 2 ecuaciones y 2 incognitas, en este
curso veremos el caso general con un nimero n de incognitas y m de ecuaciones. Para
resolver utilizaremos el método de Gauss.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es de la forma:

D a; X +a,x, +..+a,X, =b

1n“*n
(2) ayX, +a,X, +...+3,X, =b,

(m)a, X, +a,,X, +...+a,,X, =b,,

- Donde las incognitas son Xi,Xz,...,Xn
- Los coeficientes son a;;
- Los términos independientes son by,b,,...,bn
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Ejemplo: 4 ecuaciones con 3 incdgnitas:
@O x+2y-3z=3

(2) -2x+y+z=5

3 x+y+z=4

(4) -2x+3y-2=9

e Incognitas: x,y,z,t

1 2 -3
. - -2 1
e Matriz de coeficientes: L1
-2 3 -1
3
. _ 5
e Columna de términos independientes: 4
9
1 2 -3:3
. _|-21 15
e Matriz ampliada !
1 1.4
-2 3 -1:9

Las soluciones del sistema seran los valores de las incdgnitas que cumplan las m ecua-
ciones.

En funcion el nimero de soluciones puede ocurrir que sea:

a) Compatibles determinados: tiene solucion unica
b) Compatibles indeterminadas: tiene infinitas soluciones
c) Incompatibles: no tiene solucion

6.1 Sistemas equivalentes.

Dos sistemas equivalentes son los que tienen mismas soluciones aunque no tengan
mismo numero de ecuaciones.

Para transformar un sistema en otro equivalente podemos realizar los siguientes crite-
rios:

1) Criterio 1: Multiplicamos o dividimos los miembros de cualquier ecuacion por
un namero distinto de cero.

2) Criterio 2: Sustituimos una ecuacion por la suma de ella con una combinacion
lineal de otras del sistema.

3) Citerio3: Eliminamos las ecuaciones que son combinacion lineal de alguna de
las otras ecuaciones.
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Ejemplos:

@ x+y+z=3 1)=2Q1) 2x+2y+2z=6

(2) 2x—4y+27=2}—F 5(2)=3(2) 6x-12y+62=6

) x-z=3 3)=0Q1) x-z=3

@O x+y+z=3 @=0 X+y+2=3

(2) 2x—4y+2z=2}—E (2 =(2)-2(1) -6y=-4

(3) x—z=3 3)=01d X—2=3

@ x+y+z=3

(2) x—y+z=2 EQUI PUES (3-()+(2) \(1)x+y+z:3}
2) X— =2

(3) 2x+2z=5 (@) x=y+z

6.3 Resolucidon por el método Gauss

El método de Gauss generaliza el método de la reduccidn, que es Util para 2 ecuaciones,
pero para mas utilizaremos el citado método. Por sencillez utilizaremos la matriz am-
pliada, que recordemos que son los coeficientes de las ecuaciones y los términos inde-
pendientes.

En este curso trabajaremos con sistemas con el mismo ndmero de ecuaciones que de
incognitas (n). El objetivo es buscar una matriz triangular superior de la forma:

ay 8y e oy, b
ON@y - . Ay, |b,
0 O0N\@y - 8 |b
0 0 0 .X>a, b,

Las transformaciones que realizaremos para obtener esta matriz son las siguientes:

e Cambiar el orden de las filas, que no consiste mas que ordenar las ecuaciones del
sistema

e Cambiamos el orden de las columnas, que consiste en reordenar las incognitas,
debemos recordar este cambio cuando resolvamos el sistema

e Cambiamos una fila por una combinacién lineal de ella con otra ecuacion.

Cuando utilicemos el método de Gauss puede ocurrir tres cosas:

1. Que la dltima fila de la matriz sea (0 0 0 ... 0 | b,) con b,#0 lo que entonces el
sistema sera incompatible (0x+0y+...+0=b,#0 es imposible)

2. Que la tltima filasea (0 0 0 ... 0|0) o eliminamos una fila (al ser dosiguales) y
entonces sobra la ecuacidn, y sera sistema compatible indeterminado

3. Que la ultima fila sea (0 0 ... any| by) con a,n#0 con lo que el sistema es entonces
compatible determinado
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Ejemplos:
2X+3y+z-t=1 2 3 1 -1]1
2X—-y+32=2 2 -1 3 0 |2
X+y+z2+t=2 - 1 1 1 1 |2
—-2Xx—-y+z+3t=1 -2 -1 1 3 |1
f,(1 1 1 2 f, 1 1 1 1 |2
2 -1 3 2 f,-2f|0 -3 1 -2 |-2
fl2 3 1 -1]1]| f-2fl0 1 -1 -3 |-3|"
-2 -11 3 |1 f,+2f{0 1 3 5 |5
f[1t 1 1 1 |2 f, 11 1 1 |2
f,J/O 1 -3 -2 |-2 f, 01 -3 -21|-2
f,;0 1 1 -3 [-3 f,-f,|]0 0 -4 -1 |-1
f,l0 3 1 5 |5 f,-3f,10 0 10 11 |11
e,
f, 11 1 1 |2
f, 01 -3 -2 -2
f, 0 0 -4 -1|-1
4f,+10f,{0 0 0 34 |34

Es compatible determinado. Recordemos que hemos cambiado el orden de las columnas
2y 3, es decir el orden de la incognitas es x,z,y,t.

X+Z+y+t=2

z2-3y-2t=-2
y - t=1, y=0, z=0, x=1

—4y—-t=-1

34t =34
X+2y—-z+t=3 1 2 -1 1|3
2Xx+3y—-z-t=0 2 3 -1 -1/0

b) -
X—Z+t=2 1 0 -1 2
2X+2y—-22+2t=5 2 2 -2 5
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f,(1 2 -1 1]3 f, (1 2 -1 1|3
f,|2 3 -1 -1|0| f,-2f|0 -1 1 -3|-6
— —
f,{1 0 -1 1|2 f,-f |0 -2 0 0 |-1
f,l2 2 -2 5/ f,-2fl0 -2 0 0 |-1
f, (1 2 -1 13 ff (1 2 -1 113
f, |0 -1 1 -3|-6 f, |0 -1 1 -3|-6

f,-2f,]0 0 -2 6 11_) f, |10 0 -2 6 |11

f,-f,|\0 0 -2 6 |11 f,-f,l0 0 0 0| O
Es compatible indeterminado (infinitas soluciones), dejaremos como parametro libre la
incognita t:

X+2y-z+t=3

-y+z-3t=-6

-2z+6t=11
~11+6t 11

-2z+6t=11> z = =3t-—
2 2

11 1
YA —T=3t=6 D> y==
YT Y=3

x+2-1/2+3t—1—21+t=3 > X= _77—4t

Para cada valor de t tendremos una solucién.

X—2y+z=10 1 -2 110
C) 2x-y—-2z=0;—>|2 -1 -2]|0
3x-3y-z=3 3 -3 -1}3
f,(1 -2 1 [10 f, 1 -2 110 f, (1 -2 110
f,]l2 -1 -2|0 |—>f,-2f|0 3 -4-20|—»> f, |0 3 -4-20
f,13 -3 -1|3 f,-3f,\0 3 —-4-27 f,-f,l0 0 0 |-7
Sistema incompatible (Ox+0y+0z=-7 es imposible)

Ejercicios, resolver:

X+2y—-z=1
a) 2x+y+2z=7 ; > C.D.solucion x=1, y=1, z=2
-3X+2y+z=1
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Las inecuaciones son expresiones semejantes a las ecuaciones pero en vez de aparecer
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X+y+z+t=0
X—y+2z-3t=1 _
b) g > C.1 solucion x=-3t-2, y= 122t 5= 815
y+z-2t=2 3 3

X+2y+27-t=2

X+y+z+t=1
-X+y—-z+t=0

C) —> Incompatible
2Xx+3y—-z+2t=1
X+4y—-22+3t=3

X-2y-z=1

d 2x+y-z=2 ;> C.D. x=1,y=0,z=0

-X-y+2z=-1

Inecuaciones lineales

el signo = aparecen los signos <,<, >, >. Veamos diferentes tipos de inecuaciones

7.1 Inecuaciones lineales con una incognita.

Son expresiones de la forma (después de simplificar) de la forma:

ax+b<c , ax+b>c, ax+b<c 6 ax+b>c siendo a,b,ceR y a=0

Para resolver la inecuacion hay que tener en cuenta las siguientes reglas:

a) Si un namero esta a un lado de la desigualdad y deseamos pasarla al otro la-

do pasara restando y al revés (igual que en las ecuaciones)
Ejemplo: 5x-2<6 -2 5x<6+2 - 5x<8

b) Si multiplicamos o dividimos la desigualdad por un nimero negativo enton-

ces el signo < o0 < cambia a > 0 >, y al revés. De esta forma si queremos des-
pejar de x un numero que le multiplica pasa dividiendo cambiando el sentido
de la desigualdad si es un nimero negativo. Lo mismo pasa si esta dividien-
do

Ejemplos: -3x<2 - x>-2/3

-x/5>2 - x<-10

Despejando la x de la inecuacién anterior tendremos las siguientes posibles expresiones:

x<-b/a  Solucién=(-w0,-b/a)

O

A

x<-b/a  Solucion=(-o0,-b/a]

y N

v

x>-b/a  Solucion=(-b/a,x) o

v

x>-b/a  Solucion=[-b/a,)
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Ejemplo: 3-5x< 8 & -5x<8-3 = -5x<5 2> x>-1 Xxe(-1,0)

Ejercicio, resolver las siguientes inecuaciones:
a) 2(x-2)+3x<5x+6

b) 3x+7-5(2x-3)>(x-1)/2 -1

c) 3:(x-1)/2 —x> (x-3)/2

Solucién

a) 2x-4+3x<5x+6 = 0x<10 - 0<10 ,que es cierto independientemente del valor de
X, luego la solucion es xeR

b) 3XHT-10x+152(X-1)/2-1, -Tx+22>(x-1)/2-1 —MLBr2 o 1Ax4adsy 12> -
15x2-47 > x <2 (o0, 2
15 15

3X2_3—X>X;3 mipor? 53x—3-2x>x-3—>0x>0—->0>0 No es cierto

independientemente del valor de x, luego no hay soluciones S=&

7.2 Inecuaciones lineales con dos incégnitas

Una inecuacion lineal con dos incognitas es una expresion de la forma:
ax+by<c; ax+by>c; ax+by<c ; ax+by>c

Por lo general existen infinitos valores de parejas (x,y) que cumplen las soluciones a la
inecuacion lineal. Veremos las soluciones representadas en los ejes de coordenadas.

Pasos a seguir para obtener las soluciones:

1. Representamos la recta determinada por ax+by=c. quedando dividido el plano en
dos semiplanos (uno de ellos sera la solucién)

2. Tomamos un punto arbitrario con un valor de x e y. Si para estos valores de x y
de y la inecuacion es cierta, el semiplano que contiene el punto es la solucién,
sino es asi es el otro semiplano

3. Si tenemos > 0 < la recta serd solucion (que es la solucion a la igualdad
ax+by=c) si tenemos < ¢ > entonces la recta no sera solucion

Ejemplo:

X-y > 2. representamos la recta y=x+2. Tomamos el punto (0,0) - 0-0 >2 que no cum-
ple la inecuacion, luego la solucién es el semiplano que no contiene el origen. La recta
es solucion ya que el simbolo es >
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Ejercicios:
a) x+y<b
b) x-y<1
C) 2x-1/3 2x-y
Solucion
a)

k151 46
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48 -38

7.3. Inecuaciones de segundo grado con una incégnita

Son expresiones que después de operar son de la forma:
ax2+bx+c<0, ax?+bx+c>0; ax’+hx+c<0; ax*+bx+c=0
Los pasos para la resolucion de las inecuaciones son los siguientes:
1. Célculo de las soluciones a la igualdad (raices de ax*+bx+c) que son X; Y X»
a. Sison soluciones reales, factorizamos el polinomio a:(x-x1):(X-X2)<0

i. Dividimos la recta real en 3 intervalos(2 si es raiz doble)
(-0,X1); (X1,X2) ; (X2,00). Estudiamos el signo en cada intervalo

ii. Las soluciones son los intervalos que cumplen la desigualdad.

b. Si no son reales entonces ax*+bx+c no cambia de signo, por lo que o
es siempre positivo si ¢>0 o negativo si c<0. Asi las soluciones seran
o todo R o el vacio.

Ejemplos:

a) X2+x-6<0

. ~1+1+24 <—3
- 2 S\ 2

X2+x-6<0 >  (x+3)(x-2) <0

(-0,-3) | -3 | (-32) | 2 | (2,0)

Signo(x+3) - 0 + + +
Signo(x-2) - - - 0 +
Signo(x*+x-6) + 0 - 0| +

Solucién xe[-3,2]
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b) x*+1<0

x?=-1-> no solucion real.
x?+1 siempre es positivo, por ejemplo en x=0: 0°+1=1>0
No soluciones S=¢

c) x*+1>0 > xeR
Ejercicios:

a) x*-6x+9>0

b) -3x%-5x+2<0

c) (x-3)%>4

d) (2x-1)/5>3%°/2
Soluciones:

a) (x-3)>0

(-0,3) 3 | (3,)

Signo(x-3) - 0 +

Signo(x-3) - 0 +

Signo(x-6x+9) + 0 +

Solucion > xeR-{3}

b) -3x2-5x+2<0 > -3(x-1/3)(x+2)<0

(-0,-2) | -2 | (-2,1/3) | 1/3 | (1/3,0)
Signo(x+2) - 0 + + +
Signo(x-1/3) - - - 0 +
-3 - - - - -
Signo(x*+x-6) - 0 + 0 -

Solucién - xe(-00,-2]U[1/3,0)
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c) (x-3)%24 Dx?-6x+5>0 > (x-5)-(x-1) =0

(-o0,1) 1 (1,5) 5 (5,0)

Signo(x-1) - 0 + + +
Signo(x-5) - - -1 0 +
Signo(x*-6x+5) + 0 - 0 +

Solucion = xe(-00,1]U[5,00)

7.4 Inecuaciones polindmicas y algebraicas
7.4.1 Polinomios

En este apartado estudiaremos las inecuaciones del tipo:
P(x)<0, P(x)>0, P(x)<0, P(x)=0.

Resolucion:
1. Factorizamos, obteniendo las raices X, Xz, ...,Xn
2. Estudiamos el signo en los intervalos (-o0,X1), (X1,X2),. .., (Xn,%)
3. De los intervalos tomamos aquellos que solucionen la inecuacion.

Ejemplo : x*+x*+3x%-11x-14<0; Factoriz-> (x+1)(x-2)(x*+2x+7) <0.Raices x=-1, x=2

(-0,-1) |1 | (-1,2) 2 | (2,:)
Signo(x+1) - 0 + + +
Signo(x-2) - - - 0 +
Signo(x*+2x+7) + + + + +
Signo(x*+x3+3x%-11x-14) + 0 : 0 +

Solucion xe[-1,2]

Ejercicios: resuelve
1) —xC-2x%+x+2>0
2) -3x*-24x°-21x<0

3) x3-2x%<-x
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Soluciones:
1) —x3-2x%+x+2=-(x+2)-(x+1)-(x-1)>0. Raices x=-2, -1,1

(-0,-2) | -2 | (-2-1) | -1 | (-1,1) | 1 | (L,)
Signo(x+2) - 0 + + + + +
Signo(x+1) T
Signo(x-1) - - - - - 0 +
-1 - - - - - - -
Signo(—x>-2x°+x+2) + 0 - o + |0 -

Solucién xe(-,-2)U(-1,1)
2) -3x3-24x%-21x=-3-x-(x+7):(x+1) <0. Raices x=-7,-1, 0

(-0,-7) | -7 | (-7,-1) | -1 | (-1,0) | O | (0,%0)
Signo(x+7) - 0 + + + + +
Signo(x+1) - - - 0 + + +
Signo(x) - - - - - 0 +
-3 - - - - - - -
Signo(—x>-2x"+x+2) + (0| - 0| + |O] -

Solucion xe[-7,-1]u[0,0)
3) x3-2x%<-x > x3-2x%-x<0 > x(x-1)’<0

(<0 | 0] (01) | 1| (L)
Signo(x) - 0 + + +
Signo(x-1) - - - 0 +
Signo(x-1) - - - 0 +
Signo(x*-2x%-X) - 0 + 0| +

Solucién xe(-0,0] {1}
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7.4.2 Fracciones algebraicas

Las inecuaciones de fracciones algebraicas son expresiones de la forma:
P() _g. PO) o PO _ 0. P(Y
Q(x) Q(x) Q(x) Q)

La forma de resolver estas inecuaciones es semejante a la de los polinomios. Los pasos
son los siguientes:

>0, siendo P(x) y Q(x) polinomios.

1. Factorizacion de P(x) y de Q(x). Y simplificacion de la fraccion si coincide algun
factor.

2. Estudiamos el signo en los intervalos comprendidos entre las raices de P(x) y
Q(X) que no han sido simplificadas

3. A partir de estudiar el signo de cada factor podemos determinar cuando la frac-
cion algebraica es mayor, menor o igual que cero

Nota: cuidado con las raices del polinomioQ(x), ya que en estos valores % no se
X

anula, sino que no existe (dividir por cero)

x> -1 <0 (x+1)(x-1)

Ejemplo: Faonaf (X2 2)(x23) <0 > raicesson-3,-2,-1y1
(-0,-2) | -3 [(-3-2)| -2 | (-2-1) | -1 | (-1,1) | 1 | (1,)
Sig(x+3) - 0 + + + + + + +
Sig(x+2) - - - 0 + + + + +
Sig(x+1) - - - - - 0 + + +
Sig(x-1) S
x? -1 No No
Z15%x18 + existe - existe | T 0 - 0 +

Solucion: xe(-3,-2)U[-1,1]
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Ejercicios, resolver las siguientes inecuaciones

—x*+6x-8 >0 —(x—4)(x#2)

a) >0 > raices-2y 4

X -4 (x+2)(¥~2)
(-0,-2) | -2 | (-24) | 4 | (4)
Signo(x+2) - 0 + + +
Signo(x-4) - - - 0 +
Signo(-1) - - - - -
sigo( X 28y 1L e e o]

Solucion xe(-2,4]

2x% +6x +10 2x% +6x +10
AN Y BN e

°) x> — X X(x 1)

<0 ->raicesOy 1.

(-0,0) 0 0,1) 1 (1,0)
Signo(x) - 0 + + +
Signo(x-1) - - - 0 +
Signo(2x2+6x+10) + + + + +
- 2x% +6x+10 No No
Signo W2 _ x T lexiste| T |existe| T

Solucién xe(0,1)

8. Sistemas lineales de inecuaciones

8.1 Una incognita

Los sistemas de inecuaciones lineales con una incégnita son sistemas de la forma:

(@) ax+b<0

o0 con cualquier signo otro simbolo de desigualdad
(2) a'x+b'>0

La forma de resolver el sistema es el siguiente:

1. Obtenemos las soluciones de (1) y de (2), S1 y S, respectivamente

2. Las soluciones del sistema tienen que ser de (1) y (2) luego es la interseccion de
sus soluciones S=S;NS,
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1 3>0
Ejemplo: @) x+3> }

(2)3x-6>0
S12> x>-3 S;=(-3,)
S 3x=26; x=2 S,=[2,:0)
Solucion S=S11S,=[2,)
Ejercicios:
(1) 5-3x>4x+13 }
(2) 2x+7 <5x+11
S12 -8>7x ; x<(-8/7) S1=(-o0, -8/7]
S -3x<4 ; x>-4/3  Sy=(-4/3,0)
S=S1"S,=( -4/3,-8/7]
@ 5(x-3)<-2+x
2. (2) 3x>2x+1
(3) x<3
S12 4x<13; S1=(-0,13/4]
S;2 x>1; Sy=(1,)
Sz 2 X<3; S3=(-0,3)
S=S511S;"S3=(1,3)
8.2 Dos incdgnitas

Son sistemas formados por dos 0 mas inecuaciones con dos incognitas:
@ ax+by<c

(2) a'x+b'y C} o con cualquier signo otro simbolo de desigualdad
+b'y >

Resolucion de los sistemas:

1. Serepresentan en el plano cartesiano las soluciones de (1) y (2)
2. Las soluciones del sistema son la interseccion de las soluciones a las dos inA

ecuaciones
1 <2
Ejemplo: @ x+y
(2) -2x+2y>14
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L, . 1) x+y=2 .

Punto de corte, es la solucion al sistema @) y . Resolviéndolo obtenemos
(2) -2x+2y=4

x=0, y=2

Ejercicios:

D ) 3x+5y<0}

(2) —2x+3y>6

1) 3x+5y=0
Puntos de corte es la solucidn del sistema M y . Resolviéndolo obtenemos
(2) —2x+3y =6
-30 18
X: _—, y: -
19 19
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2 D x+y>0 }

(2) -3x—-3y>-6

Son rectas paralelas y la solucion es el espacio comprendido entre ambas rectas. Vea-
mos el dibujo

@D2x-y<0
3) 2Q)x+y=1
(3)y<10

Calculemos A, By C.

=10
Calculo de A: punto de corte de y } - (-9,10)

X+y=1
y=10

Calculo de B: punto de corte de
2X—Yy =

0} > (5,10)

Xx+y=1
Calculo de C: punto de corte de Y

- } > (1/3, 213)
2x—-y=0
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9. Ecuaciones y sistemas logaritmicos y exponenciales

9.1 Defincién y propiedades del logaritmo

Definicion: el logaritmo es la operacion inversa al exponente, asi :

y=log.x > a’=x

Elementos del logaritmo:

- Base del logaritmo, a.
- Argumento del logaritmo x

Ejemplos:
l0g10100=2 - 10°=100
log,8=3 > 2°=8
logs(1/9)=-2 ©>32=1/9
10g100,001=-3 > 10°=1/1000=0.001

Notacioén: logip x=log Xx. Los logaritmos decimales son los que aparecen en la calcula-
dora.

Propiedades (muy importantes):

1. log.a=1; log,1=0

2. logaxi+logaxo=l0ga(X1:X2). Ejemplo log,8+log,4=l0g,32 - 3+2=5

3. logaxi-logaxo=l0ga(x1/X7). Ejemplo log,8-log,4=log,2 = 3-2=1

4. loga(x) no existe si x<0. Pues a’>0. Ejemplo log(-2) y log(0) no existen

5. n-log.x=log.x"> Ejemplo: -2:log(10)=log(107?) >-2-1=-2
logs3°=log;9=2

log, X

log, a

©

log, x =

Esta ultima propiedad muy util para calcular logaritmos con la calculadora. Ejemplo

log, 6 = log6 _ 0,778 _ 2,58. Comprobacién: 2%°%+6
log2 0,301

Ejercicios
1) Calcular los siguientes logaritmos exactos sin usar la calculadora:
a) logsl296
b) log,0,125
c) logsv27
d) logs625
e) logys25
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Solucién:

a) 11296=6" > logs1296=4

) 0125-7 =27 > log:0,125=-2
0) 427 =+/3° =3¥2> logy/27=3/2
d) 625=5" > logs625=4

-2
e) 25:52:(3 > logys25=-2

2) Utiliza la tecla de la potencia x” para calcular con aproximacion de centésimas
el siguiente logaritmo: log;32
Solucion: log;32~1.78
3) Calcular la incdgnita
8) y=log,2
b) —4=Ilog, 2
1
C) 5= log, x
Solucion:
a) 2=2"2=(a2)% =4 > Iog4\/_:%
b) —4=log, 2> b*=2 > 1=2:b*> b*=1/2 > b=4/1/2
C) —l = |og4 X = x:4'1/2:i - E
2 N/
3
4) Sabiendo que logy(x)=0,5, logy(y)=0,2, logy(z)=0,3, se cumple a:X—, calcular
yz

logpa y luego el valor de a. Nota aplicar las propiedades de logaritmos:

Solucién:
3

IOgb(%)ZIOQb (x°)-logs (yz)=3-logs(x)-(10gs(y)+10gs(2))=3-0,5-(0,2+0,3)=1

logp(a)=1 2a=b
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9.2 Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

Ecuaciones con logaritmos: para resolver las ecuaciones logaritmicas tendremos que
agrupar los logaritmos en uno s6lo o en uno por cada lado de la igualdad. Una vez que
tengamos un Unico logaritmo o uno por cada lado de la igualdad, para quitarnos el loga-
ritmo tomamos el exponente.

Ejemplo:

e e e g e
X

2
X X
(-8x-4)=4-x* > 4x*+8x+4=0 > x=-1. Tenemos que comprobar que la solucién es
valida, pues puede ocurrir que el logaritmo sea negativo:

- 8-4)_ .
x=-1-> Iogz[(_l)zj log,(2)=2

Problema, resolver:

1. 3:log(x)-log(32)=log(x)-log(2)
2. 2-log(x)+log(2)=log(x+1)
3. logs(2)+logs(x-3)=(1/2)-1ogs(2x)

Solucién:

1) log(x®) -log(32)=log(x)-log(2) > Iog(;—;j = Iog(%} > [;—;j - (Ej >x3=16x
Dx(x*-16)=0 >x=0, x=4, x=-4.
Comprobacion:
x=0 ->1og(0)=log(0) pero no existe el logaritmo de cero, luego no es solucién
x=-4 - log(-2)=log(-2) no existe el logaritmo de cero, luego no es solucion
x=4 2>log(2)=log(2) si es solucion
2) log(x®)+log(2)=log(x+1)> log(2:x?)=log(x +1) > 2=x+1>2x*-x-1=0->
->x=1, x=-1/2. Los dos soluciones son validas:
x=1 ->log(2)=log(2)
x=-1/2-> log(1/2)=log(1/2)
3) log,(2(x—3))=log,(v2x)> 2x-6=42x > (2x-6)’=2x > 4x’-26x+36=0->

x=2, x=9/2. Al elevar al cuadrado debemos comprobar si las dos soluciones
son vélidas:

X=2 = 2.2-6#+/2-2 . No solucion

=912 > 2%-6= ‘/2-% 3=3. Solucién
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Ecuaciones con exponente: a) si tenemos una sola potencia igualada a un nimero, to-
mamos logaritmo en la misma base en los dos lados de la ecuacién(el logaritmos se va
con el exponente) obteniendo la solucion. b) Si tenemos varios exponente tenemos que
poner todos los exponentes con misma base y luego hacer un cambio de variable. Con
dicho cambio se resuelve la ecuacion, y luego se deshace el cambio de variable.

Ejemplo :
31=2 > logs3 **=logs2 > (x-1)-logs3= logs2-> (x-1)= logs2 > x=1+ logs2

343149%=13 > 3" +%+(3X)2 =13 > y=3"> y+y/3+y*=13>3y+y+3y*=39 >

3y?+4y-39=0 > y=3, y=-13/3:

3=3">x=1

-13/3=3" - x=logs(-13/3) no solucion
Problemas:

1) 2%i=11

2) 5°°.57+4.5%=(
3) 5°'=1/25

4) 11%-11"+1+11%=-9

Solucion:
1) 2%1=11 > 3x-1=log,11 > x=( log,11+1)/3
2) 5%-5.5%+4.5%=0> 5*5. i +4. —13 =0 > y=5"> y—5+i3=o >
5 (5%) y

yh5y?+4=0 > y=+2, y=+1.

y=2 >5*=2->x=logs2
y=1->5"=1->x=logs1=0

y=-2 >5*=-2->x=logs(-2) no existe
y=1->5"=-1>x=logs(-1) no existe

3) 51=1/25 > x+1=logs(1/25) > x=-2-1=-3
4) 11%11'+11%=-9°> 1111 11+(11)%=-9 > y=11* > y-1ly+y*=-9 >
y2-10y+9=0 > y=9, y=1

11*=9 - x=log;;9
11"=1 > x= |Og;|_11:0

9.3 Sistemas logaritmicos y exponenciales

Se resuelven o bien haciendo cambio de variables u obteniendo ecuaciones sin logarit-
mos y exponentes.

log(x) ~ log, (y) =1
2log(x) +1og, (y) =5
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Solucién

X-Y=1] X=2-x=100
log(x)=X, loga(y)=Y > } IR X

2X +Y =5 Y=1>y=2
2" +37 =7
b
) 2x+1+1:3y+1}
Solucién
43 = X+Y =7 X =4 =2
2" +3" =7 Pox =Y > + N — X
22" +1=33" 2 X +1=3Y Y=3->y=1
0 log(x) +log(y) =3
X+y=70
Solucion:
|O ' = . = 3 = =
g(xy)=3 _)(xy) 10 R 20, y, =50
X+y=T70 Xx+y=70] % =50,y,=20
xAY —
d)z 4 8}
X+y=2
Solucion:
2°2% =8| 2™ =8| x+2y=3] «x=1
- - -
X+y=2 X+y=2 X+y=2 y=1

log(x+y)—log(x—y) = log(S)}

212V =2
Solucion:
log x*y =1log(5) Y g X+y=5x-5y| x=3
) T Tyt [Ty=2
2% =2 x-y=1] *7J7 V=
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